
I SSẼắ .■ '-lầi-.i-ị' 


11111 

Iiili 


ĐlMIHÁI 




mÊÊMầ 



















PGS.TSKH. DÓ nức THÁI 


ÔN LUYỆN THI ĐẠI HỌC 

• • • 

MÔN TOÁN 

HÌNH HỌC - LƯỢNG GIÁC 


Soạn theo hướng cải tiến ra đề thi 
của Bộ Giáo dục - Đào tạo 

Những hài toán điếu hình theo từng 
chù đê 

Dùng cho ỏn luyện thi Đợi học - Cao 
đẳng và tỏi nghiệp THPT 


NHÀ XUẤT BAN ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI 



Chịu trách nhiệm xuãt hân: 

Giám dốc NGUYÊN VÀN THỎA 
Tổng biẻn tập NGUYÊN THIỆN GIÁP 


Hiên tập: 


TRƯỜNG GIANG 


Sứa bàn in: 


HÀ PHƯONG 


Trinh bày bìa 


HỔNG HẠNH 


ÔN LUYỆN THI DẠI HỌC MÔN TOÁN : HỈNH HỌC - LƯỢNG GlẢiC 

Mã số: 01.45-ĐI 1.2003 

In 1500 cuỏn, tại Công ty ỉn và Vàn hóa phẩm - Bộ 7HTT 
Số giấy phép xuất bản: 177/I20/CXB. Sở trích ngang: T’ Klỉ/Xỉíb. 
In xong và nộp lưu chiếu quý I năm 2003. 




MUC LÚC’ 


Lời nói đầu 4 

CHƯƠNG 1. PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ 

T R o N G MẬT p H ẢNG 5 

$ 1. Đường thang 5 

§2. Đường tròn ,4 

§3. Elíp í5 

§4. Hyperbol 35 

§5. Parabol 55 

CHƯƠNG II. PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ 

TRONG KHÔNG GIAN 63 

51. Đường thảng và mặt phảng trong không 

gian 63 

§2. Hình chóp 117 

53. Tứ diện vuông và tứ diện gần đều 137 

54. Hình hộp chừ nhật - Hình lập phương 162 

§5. Mặt cáu 

CHƯƠNG 3. LƯỢNG GIÁC TRONG TAM GIÁC 201 

§ 1. Các hệ thức cơ bản trong tam giác 201 

52. Chứng minh hệ thức lượng 205 

$3. Nhận dạng tam giác ‘215 

§4. Chứng minh bất đảng thức lượng giác 
trong tam giác va các bài toán max. min 2ol 


3 



LỜI NÓI ĐAU 


Hiện nay có khá nhiều loại sách do các tác gia khcác 
nhau biên soạn nhảm giúp cho bạn đọc có tài liệu ùn tì hi 
môn Toán. Nhiều bạn đọc mong muốn khi ôn luyện cđê 
chuẩn bị thi trong tay mình có một cuốn sách đáp ứng yé’u 
cầu các kỳ thi: hết cấp THPT , thi vào Đại học , Cao dắng-... 
Đáp ứng yêu cẩu đó , chúng tôi biên soạn bộ sách Ohi 
luyện thi Đại học môn Toán" dựa trên kinh nghiệm luyệm 
thi Đại học qua nhiều năm và đặc biệt dựa theo hướng ccải 
tiến ra đề thi của Bộ Giáo dục - Đào tạo kể từ năm 2002 tĩrở 
đi. 

Bộ sách “ On luyện thi Đại học môn Toán" gom bìa 

cuốn: Đại số, Giải tích và Hình học - Lượng giác, ơ miỗi 
cuốn sách trên đểu được chọn lọc những nội dung theo Cừic 
chương (chủ đề) sát với kiến thức cơ bản của chương trinih 
Trung học phô thông. 

Các ví dụ là những bài tập hay , chứa hàm lượng kiêm 
thức phong phú nham rèn luyện kỹ năng giải toáni sơ Cỏíp 
một cách triệt đê cho mọi trường hợp có thê, giúp ibạn đcoc 
tích luỹ cho mình được kinh nghiệm giải những thế locại 
tương tự. 

Tác giả hy vọng bộ sách này sẽ giúp bạn đọc ôn và luyệm 
thi đạt kết quả theo ỷ muốn. 

Tác giả 
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CHƯƠNG 1 


rHƯƠNG PHÁP TOỌ Độ TRONG MỘT PHẳNG 

§1. ĐƯỜNG THANG 

Trong mặt phảng toạ độ cho hai dường thang A| và \_, 
lâi luợt co phương trình: 

AịX + BjV + c Ị — 0 và AjX + B ,y -f c, = 0 
Chung có hai véctd pháp tuvên là: 

11, = (Aị. Bị). n_, = (A , II,) 

Khi đó: 

1. Khoảng cách từ một điểm M(x,„ y„) tói Aj là: 



2. Góc <p giữa hai đường thảng A, và A 2 dược xác định 
qu. công thức: 

CCS ọ = 

3. Vị trí tương dối giữa Aị và A 2 : 

+ ) \| cát A.» khi và chỉ khi: D = 1 * * 0 

A B 

+ ) \i song song voi \ . khi và chỉ khi: 


A, B, 


B, 

(\ 


= 0, 

D x = 1 

1 * 0 

A B 

B 



n r n - |A, A , 4 B,B_. 

n, .11.1 yj A| + B“ + B 


0 



c, A, 

hoặc D v = r * 0 

+ ) Aj trùng với A, khi và chỉ khi: 

D = D x = D v = 0 

4. Nếu A, và A., cắt nhau thì một đường thảng \ di 
qua giao điểm của A, và Aọ khi và chỉ khi nó có phươing 
trình dạng: 

a.(A]X + B,y + Cj) + p.(A 2 x + B,y + C 2 ) = 0 
Trong đó hai sô a, Ị3 không đồng thời bằng 0. 

VÍ DỤ 1 

Cho tam giác ABC có A(l, 3), B(0, ỉ), C{~4, -1). 

a) Viết phương trình đường cao qua A. 

b) Viết phương trinh trung tuyến qua A. 

c) Viết phương trinh phân giác trong góc A. 

d) Tính diện tích tam giác. 

LỜI GIẢI 


a) Đường cao AH của tam giác đi qua A(l. 3) và có 
véctơ pháp tuyên BC = (-4, -2) // v=(2, 1), do đó có 
phương trình: 

AH: 2(x - 1) + l(y - 3) = 0 
<=> AH: 2x + y - 5 = 0 

b) Trung tuyến AM của tam giác qua A(l, 3) và truing 
điểm M(-2, 0) của cạnh BC nên có phương trình: 


AM: 


X + 2 _ y - 0 
1+2 “ 3-0 


<=> AM: 3x - 3v + 6 = 0<=>x-y + 2 = 0 

c) Đường thẳng AC có phương trình: 
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1 4 j 3 + 1 

c.:> ,\r IX r>y + ] 1 = 0 

Oudng tháng AB có phuõng trình: 

AB: 

1 + 0 3 - 1 

c=> AB: 2x - V + 1 = 0 

Diêm M(\. V) thuộc phán giác A (phán giác trong hoặc 
n.oai) cua tam giác ABC khi và chi khi nó cách dền AB và 
A 1 . 

|2x y + l| 14 X 5v + 1 l| 

<w*-—-- — ---- 

V 5 V 41 

( \ ): (2V4Ĩ- !%/"■> k (-/ i I - ryS\ V 4 VTĨ -11V0 =0 
(\ ): (2/ĨĨ + i>/o}x-^VTT+oVõỊy + VĨT+iiVo = 0 

Thay tọa độ của 15(0. 1) và C(- 1. -1) vào phường trình 
na (A ) dược hai sỏ trái dâu. suy ra B và c nằm vê hai 
pna của (A ; ). Vậy A là phan giác trong của A 

d) Độ dài dường cao h|. xuất phát từ B của tam giác 
Air la: 

ịl.o -5.1+11| 6 

h u dp r— ~ Ị— 

Mặt khác, AC = Ặ\ + 1) + (3 + 1 )- = y/ĩĩ 
Vay diện tích tam giác ABC la: 

s = ỉh„. AC = - .y[ĩĩ.-Ạ= = 3 

2 2 VĨT 


í 



ví DỤ 2 

Cho tam giác ABC cỏ 
AB: X + y 2 = 0 

AC: 2x + Ly + 3 = 0, M( 1. ĩ) ỉơ trung đuêm 

của BC. Viết phương trinh cạnh BC. 


LỜI GIẢI 

Gọi Aị là điểm đôi xứng với A qua M. Toạ độ của A li à 
>ighiệm của hệ : 


íx + v-2 = 0 

í 15 -7 1 

1 => A 


(2x +6y+ 3 = 0 

u ’ 4 1 


Do M(-l, 1) là trung điểm của AAj nên 
15 


-1 


4 


“ A Ị 


i 


=> A, 


+ y 


23 

4 ’ 1 


A 


Do tứ giác ABAịC là hình bình hành nôn đường tỉhầníg 


AjC đi qua A, 


t Ạ 


23 15 


song song vối AB. Do đó nó C(ố 


pháp tuyến véctơ n (1, -1). 

23 


=> AjC: 


X + 


- 1 


y - 


15 ^ 


0 


=> AịC: 2x - 2y + 19 = 0 

Toạ độ của c là nghiệm của hộ 


12x + 6y + 3 = 0 


{-15 1 

Ì2x - 2y 4-19 = 0 

=* c 

') 

2 J 
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Đường thẳng B( ’ qua (’; . 2j và M( 1,1) nõn có 

pưdng trình: 


2 

BC: 2x + 13y -11=0 


Vi DỤ 3 

Cho tam giác ABC có B(7 , .9), 0(2, phương trinh 
ương phân giác trong góc A ÌCI 

1 X + 7y - 20 = 0. Lập phương trinh các cạnh tam 
gic ABC. 

LỜI (ỈIA1 

Gọi N lần lượt là các điểm (lôi xứng cua B. c qua 
Ịìân giác ( A . Suv ra M G A(\ N ẹ AIỈ. Đường thẳng BM 

cụi B(7, 9) vuông góc vói t A nên có phương trinh: 

BM: -7(x - 7) + l(y - 9) = 0 

» BM: 7x-y -40 = 0 

Gọi I là giao của BM với f \ - Khi đó tọa độ của I là 

, „ f7X - V 40 - 0 

r.hiệm cua hệ ị _ =$ 1(6, 2). 

|x + 7y 20 = 0 


1 la t rung (liõm cùa BM nón 


/ + X 

0 - —_ 




Dường tháng AC (li qua C(2, 1) và M(5, 5) nên có 
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phương trinh: 

x .r 2 = - Lì Ị - <r> AC: Ix + 3y - 5 = 0 
5-2 -5+1 

Đường thẳng CN qua C(2, 1) vuông góc với i A nem 

cỏ phương trình : 

CN: 7(x - 2) + (y + 1) = 0 
o CN: 7x - y 15 = 0 

Giao điểm <J của (, với CN có tọa độ là nghiệm của hộ* 


(X + 7 V - 20 = 

= 0 

ĩ í 5 
=> J — ; 

5) 

) 


; — 

Ị7x - y - 15 = 

-0 

\2 

2; 


[5 2 + x x 


J là trung điểm của CN nên j ^ N (3 6) 

5 1 + V N 

2 = 2 ~" 

Đường thảng AB đi qua 13(7, 9), N(3, 6) nên cỏ pihương; 
trình AB: 

iỊ—Ị = o AB: 3x - ly +15 = 0 

3-7 6-9 

Đường thang BC đi qua B(7, 9), C(2, 1) nen có p*hương 
trình BC: 

—— 4—— <=> B( : 2x - y 5 = 0 

7-2 9+1 

vi Dự 4 

Cho hai đường thắng 

Aị: X 2v + 2 = 0 

A,: 3x + y 1=0 cắt nhau tại A. 
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Hay lập phương trinh diờĩng thăng (,\) dỉ qua Mi /. 1) 
sao cho no cât \/, y> lán lượt tại fì, c và tam giac ABC cỏn 
tới A. 

LỜI (HẢI 


Ị Hỏm N(x. y) thuộc các (tường phân giác của các góc 
lạo hỏi \, và \, khi và chi khi nó cách đểu hai (lường này. 



X - 2 

y + 2j 

|3x - V - 1| 



■ 

Vo 

Vfõ 




d, : 1 

:vi-3 

Ị _ 

|x - (2 VI + 1 

Ịy + 2 VI + 1 = 0 


co 






d :i 

(Vã + 3 

)x-(2V2 - 1 

Ịv + 2 VI -1 = 0 






r \ i d 


Tam giác ABC 1 

cân tai A khi va chi khi 

Ị \ 1 d 

1 

+) : 

Nếu 

A 1 ti, 

: vì \ qua 

M(-l. 1) nên nó có 

Ị)hương 

trình là 

A: 0 

2 VI + 

1) (x +1)4- 

II 

1 

>. 

1 

■5 


c> 

A: c 

2 Vi + 

1 )x+ ( \Í2 

- 3)y + 4 + VI = 0 


+) Nếu . 

\ 1 d 

vì \ di (ỊUi 

a M(-l, 1 ) nôn nó có 

ph ương 

trình là 

A: c 

2 VI - 

l)(x + 1) + 

(VI + 3)(y - 1) = 0. 


co 

A: (: 

2 VI - 

1)X + (V2 

+ 3)y + VI -4=0 



17 nụ $ 

Cho hai đường thăng 

A,: 2x + y + 5 = 0 

\ : 3x + 6 v 1 = 0 

Lập phương trinh đường phản giác của các góc nhọn 
hợp hài ì/ và \.J. 



LỜI GIẢI 

Điểm M(x. y) thuộc các dường phán giác cua cátc góa: 
hợp bời A| và A, (kể cả góc tù và góc nhọn) khi và chí khi: 

|2x 4- y 4 f>| |3x 4 6v - l| 

Vỗ VĨ5 

d, : 3x - 3v 4 16 = 0 
d, :9x+9y 4 14 =0 

Gọi cp là góc hợp hỏi \, với d,. Khi đó 

|2.1 4 1. lị 3 1 

co Síp = 1 ——-=- = —== > —= 

V 0 .V 2 VŨ) V 2 

<p < 45°. Vạy d-.là dường phán giác của các góc mhọni 
hộp bởi Aj và À 2 . 

17 DỤ 6 

Cho \ABC có 13(2 , 7j, phương trình đường cao vẽ từ A len 
df. 3x 4 - 3 / 4 - 11 = 0, trung tuyến vẽ từ c là d 2 : X 4 - 2y 4 - 7 = 0 /. 
Viết phương trình các cạnh tam giác. 

LỜI GIẢI 

Đường thảng BC qua B(2, -7) vuông góc với dJnô ‘11 có) 
phương trình là: l(x 2) - 3(v 4- 7) - ^ 
o BC: X - 3v - 23 = 0 
Tọa dộ của 0 là nghiệm 
của hộ phương trình 
IX 4 - 2v 4 - 7 : 0 
ị X - 3y 23 = 0 

o c (5, -6). 
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Gọi M là (liêm dôi xúng vdi B qua c. Ta có: 


o 


X M + 2 


M(«s. 5) 


6 = 1 ^ 


Đường thang MA qua M(S. 5) và song song vối d_, 
nên có phương trinh là: 

MA: 1 (X - 8 ) + 2 (y + 5 ) = 0 
co MA: X + 2 v + 2 = 0 

Tọa độ của A là nghiệm của hệ phương trình 
13x + y + 11 = 0 
Ị X + 2y + 2 = 0 

Đường thảng AO qua A(-4, 1) và C(5. -6) nên có 
phương trình là: 

X + 4 y - 1 


<=> A( 4, 1) 


AO: 


5 + 4 - B - 1 


co AC: 7x + 9v +19 = 0 

Đường thảng AB qua A(-4, 1) và B(2, -7) nên có 
phương trình là: 

AB: ụị = -ỊdL 
2+4 -7-1 

co AB: 4x + 3y + 13 = 0 


Ví DỤ 7 

Cho đường thẳng ỈA): 2x + y ™ 1 = 0 và hai điểm A(ỉ, -]), 

CA 

B(3, lì. Tim điểm c thuộc (A) đê ti sô lân nhất. 

CB 
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LỜI GIAI 

(loi a là góc hợp bởi AB và (A). 

BẤC u _ . íTT:, _ 

c e (A) _ => sinBAl = S111 

BAC - 180° - ơ. 

L 

Theo định lý hàm sô sin, ta có: 

CA sin Ấgc = sin ABC 
CB sinBÃC sina 

=o -Á-lớn nhất khi và chỉ khi sin ABC lớn nhát 
CB 

<=> ABC = 90". Vậy đưòng thảng BC ua B(3, 1) có pháp 

véc tơ ÃB(2, 2)11 ri (1, 1) 

^ BC: l(x - 3) + Ky - 1) = 0 
co BC: X + y - 4 = 0 

Tọa độ điểm c cần tìm là nghiệm của hệ phương 
trinh: 

í X + y-4=0 

12x + y -1 = 0 

§2. ĐƯỜNG TRÒN 

Ta nhắc lại một số kiến thức cần thiết 
ĩ) Phương trình chính tắc của đường tròn là 
V : (x - a) 2 + (y - b) 2 = R~, 
ở đó tâm của đường tròn lờ I(a, 6Ạ bán kính R. 

2) Phương trinh tổng quát của đường tròn là: 

V : X 2 + y 2 + 2ax + 2hy + c = 0 (a ‘ + b 2 - c 2 > 0) 

3) Cho M,/x (h y 0 ) € (y). Khi đó tiếp tuyến của (v) tại Mn 
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ro phương trinh lờ: 


(XỆ - a)(X - a) 4- (yy, - h) = /?“ 

r/ />ợ / 

C7?o đường í ròn (C); íx 2f 4* 0' - /y = .9 I’à đường 
thắng (.)): (ĩìỉ 4- 7/.V 4- /??y ỉ - 0 (m la tham sỏ). 

a) Chứng minh răng (Aì tuôn cắt (C) tại hơi điếm 
phán hiệt AB. 

h) Tìm m đẽ độ dài đoạn AB đạt gia trị lớn nhất, nhỏ 
n hát. 


LỜI GIẢI 

a) (C) có tâm là 1(7, 1) và bán kính R = 3. 

(A) : (m + 1 )x + my 1=0 

c=> m(x 4- y) 4- X - 1 = 0 

Vậy (A) luôn di qua điểm M(l. 1) vóỉ mọi giá trị m 
Xét IM = Ậ\ - 2) + (- 1 - 1) = Vo < R = 3 

=> Điểm M nằm trong dưòng tròn (0) 

Do vậy (A) luôn cát (C) tại hai điểm phán biệt A, B. 

b) +) AB lỏn nhât <=} khoảng cách từ I tói (A) là nhỏ 
nhất o (A) đi qua I. 

<=> 2(m 4- 1) 4- m 1 = 0 
<=> 3m 4-1=0 
1 

<=> m = - — 

3 

Vạy m = - — thì AB có độ dài lỏn nhất = 2R = 6 
3 

+ ) AB nhỏ nhất < > khoáng cách d(l, \) từ I tỏi A là lớn 



nhất. Mà (1(1. \) < IM nên Max d(l. \) = IM đạt dưoc khi 
và chỉ khi IM i (A) <=> IM 1 li (ớ dó u = ( nì. m * 1) la 
véc tơ chỉ phương của ( \)) c=> IM 1 li = 0 


Khi đó 


AB 


V 2 , 


<=> (-1, -2)(“in, m + 1) = 0 
<=> ni - 2(.m + 1) = 0 
» m = -2 

=R- - IM 2 = 9- 5 = 4 


<=> AB = 4 

Vậv m = -2 thì AB có độ dài nhỏ nhất = 4. 


VÍ DỤ 2 

Trong mặt phang với hệ toạ độ Đề các trực chuăn xOy, 
cho đường tròn (V): X 2 + y 2 = 1 và đường thắng (ả): 

X + y - 2 = 0 

a) Chứng minh rằng từ một điếm M bất kỳ trên ị(A) ta 
luôn kẻ được hai tiếp tuyến phân biệt tới ('(). 

b) Giả sử hai tiếp tuyến từ M tới ('<) có các tiếp đitếm là 
A và B. Chứng minh rằng khi M chạy trên (à) đương 
thẳng AB luôn đi qua một điểm cô định. 

LỜI GIẢI 

a) M e (A) <=> toạ độ M có dạng M(m, 2 - m). Đhíơng 
tròn ('/) có tâm là 0(0, 0) và bán kính R = 1. 

Ta thấy: OM - yị m 2 + (2 - m) = V2m - 4ni + 4 
= V2(m - ìf + 2 > V 2 > R = 1. 
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Vậy M nam ngoai (/). Do dó từ M luôn kẻ dược hai 
tiõp tuyên phán hiệt tới (■/). 

b) (lui su A(Xj. Vị). B(x . \ ) 6 ('/). Khi dó phương trinh 
tiớp tuyên của (/) tại A và B lan lượt là: 

xXj + vy ị = 1 L\j) 

XX. + yy, = 1 (A ) 

l)o (Aị) và (A ) cùng đi qua M(m. 2 - m) nôn tọa độ của 
\\ đong thòi thỏa mãn cá hai phương trình của ( \ị) và 
(A.), tức là: 

mx, + (2 - m)yj -1=0 
và mx_, + (2 - m)y, - 1 = 0 

Tã thấy tọa dộ của cả A và B đểu thỏa màn phương 
trình: 

mx + (2 - m)y -1=0 (*) 

Do đó phương trình dường thẳng (A) qua A và B 

chinh là (*) và (A) luôn đi qua điếm cô đinh 1 —; — 

2 2 



vi DỤ 3 

Trong mặt phắììg tọa độ cho đường tròn 

( 3V“ 

(/): X - 2)" + ỵ+ — =25 vờ một điếm M(-l, 3). 

V 2 7 

Vict phương trình đường thắng đi qua M và cắt (■<) 
theo một dây cung có độ dài 8. 

LỜI GIẢI 

/ 3\ 

Dường tròn (v) có tâm 12,-. bán kính R = 5. 

{ 2 } 


2-àĩũHHH 


Af:'y ocou ôcGtA HÀ NỘI 

I n UN r, TẬMTHÓMể i IN. THƯ vọ 

L C/ĩýl 




Gia su dường thang qua 
M cát (f) tại A va B. 

Kẻ 1H 1 AB. Theo già 
thiết AH = 1. 1H = R = o 
nên IU = 3. 

Vậy khoảng cách từ 1 tỏi 
dường thang can tìm = 3. 

Bài toán trỏ thành viôt 
phương trình đường thảng di qua M và cách ỉ 2, - — một 

khoảng háng 3. 

Gọi phương trình đường thẳng A cán tim là 
A(x + 1) + B(y 3) = 0 
<z> Ax + By + A - 3B = 0 (A“ + B" > 0) 

2A ’ B + A - 3B 

Ta có: 3 = d(I, A) = 




«■ 3A - ị B = 3v'Ã 7 Tb 7 
2 

-27AB+ ^-B-=9A J + 9B 2 

1 

<=> — B- 27 AB = 0 

1 
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Khi đo ( \) có phương t nnh 
Ax t A 0 

1 2 2 1 c 

ẢX4 Ay ~~ A 0 
5 5 

17 /ự/ / 

\7Y7 phương trình dương tròn đi qua A( ụ 0) vờ tiếp 
xỉu: vớt hai đường thăng \ } : X + y - 2 = 0, \>: -X + y + 3 = 0. 

LỜI GIẢI 

f)lỏm M(x. y) thuộc các phản giác của góc hợp hôi (Aj) 
và (A) khi vả chi khi 




Đường tròn tiỏp xúc với A;, \, nên có tâm thuộc dị 
hoặc dj. 

, ^ , v ^ 

+) Nêu tâm I cua dường tròn thuộc dj thì IỊ — , a 

Đường tròn có phương trình dạng: 

N-~ ị +(>'-«)"' = K" 

V 

í 5 ì 

Do nó di qua AM. 0) nôn 1 — + a R 

l 2} 


X + 1 0 

5x 4 12v - 31 - 0 
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mà 


9 . , _ p2 
=> — + a = R 
4 

Mặt khác R 2 = dị v 
Nên 


9 2 _ 4a" 4- 4a 4- 1 

4- a 2 = — 


4 


8 


« 4a 2 - 4a 4-17 = 0: vô nghiệm 

+) Nếu tâm I của đường tròn thuộc d 2 thì 1 


Đường tròn có phương trình dạng: 


a 


(x - a) 2 + 


V 4- 


lf 


= R‘ 


Điểm A(l, 0) thuộc đường tròn nên (1 - a) 2 4- 


R 2 = d Ị/A| nên 

? o , - , 1 _ 4a 2 - 20a 4- 25 

a 2 - 2a + 1 + - = --- 

4 8 


o 4a 2 + 4a - 15 = 0 <=> 


Tương ứng 


R = 
R = 


5V2 

2 

ả 

2 


a = -- 

ị 

Á 

3 

a = — 

2 


Vậy có hai đường tròn thỏa mã n là: 
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'Y 




( 

5 ' 

- 


1 

X 

; H — . 


y 4 


1 

2j 


V 

2 


3) 


F 

1 

! X 


+ 

y 4 



: ~2j 


1 

2/ 


VÍ DỤ 5 

Cho họ đường tròn ( r fJ có phương trình 

.■> , . 9 . ... , 9m~ 1 

X 4 V - 4 mx - 2 my 4- ——— m —- = 0 

2 2 

a) Tim tập hợp tám của (v,J khi m thay đổi. 

b) Tìm m đê (v ln ) tiếp xúc với ầ: X + y - 2 = 0. 

c) Chứng minh rằng ịr m ) luôn tiếp xúc VỚI hai đường 
thăng cô định 

d) Tìm m đê ('< J tiếp xúc với đường tròn 

(y t J: X 2 + y 2 - 6x + 7 = 0 

LỜI GIẢI 

a) Ta có (r m ): (x - 2m) 2 4 (y - m) 2 = ~(m + 1)" 

2 


/ m là đường tròn tâm I m (2m, m), bán kính 


R,n = 4=- I m + 1 I 
V2 

Vậy tập hợp tâm của (v lu ) là đường thảng X - 2y = 0 
b) (v m ) tiếp xúc vói (A) khi và chỉ khi 


^ Im/ \ Èỉ,„ ^ 


|2m 4 m - 2| m 4 1 

“72 vr 
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í _ 3 
m = — 
') 


m = — 
4 


c) Ta đi tìm dường thẳng cô định luôn tiêp xúc vòi (/, 
+) Nếu đó lằ dường thẳng dửng X - a = 0: 

Khi đó nó luôn tiếp xúc với (v lu ) khi và chỉ khi 


2 m - a I = 


m + 1 


vồ nghiệm 


- a = 


+) Nếu đường thẳng cần tìm có phương trình la 
y = ax + b c=> ax - y + b = 0 
Khi đó nó luôn tiếp xúc với v ln khi và chỉ khi 


|2am - m + b| |m +1 


/a“ + 


, Vm 


<=> 2(2a 1 )“m + 4(2a l)bm + 2l) J 

= (a" + 1 )m J + 2(a 2 + l)m + a ’ + 1, Vm 
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a - 1 

2<2a 1) (a ■ 1 ) 0 I l ,) 1 

l(2a l)!> 2(a 1) () <=>;., I 

Ị 2b la *]) 0 7 

b = -£ 

u " 

Vậy (/ m ) luôn ti ép xúc: vói hai đường thang 
A,: X y + 1 = 0 


\.: X - Ty - 5 = 0 

d) Dường tròn (y) có tám 1(3. 0), hán kính R = ypĩ. 
('/,„) tiêp xúc vơi (/) khi và chì khi 

( 1 ) 

( 2 ) 

1| 


J 1„ 

II 

I II 

K-K,„| 


(1) <=> Vỡnr 12m + 9 - 


I1Ì + 


Vã 


- . ^ nr + 2 m +• 1 . < . . ị . , 

5m - 12m + 9 = — + 2 I m + 11 +2 


<=> 9nr 26m + 13 = 11 m + 1 

Ị [ 81 n - lOm 4- 3 = 0 
I Ịm>-1 

I |9nr - 22m •+-1 7 - 0 

■ m < 1 


e=> 


<=> 


1 


m - 


3 

m - 3 


( 2 ) <=> 


m 


V2 


42 


võn 1 2m + 9 
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cr> 9nr - 26m + 13 = -4 I m + 11 


Í3m" - lOm + 3 = 0 

Ịm < -1 

19nr - 22m + 17 = 0 
Im > -1 


vô nghiệm 


Vậy có hai giá trị của m là m = 


1 ™ - Q 

— và m = 3. 
3 


vi DỤ 6 

Cho đường tròn ('lì: X 2 + y 2 - 2x - 2v + 1 = 0 
và đường thẳng (ả): 2x - y + 3 = 0 

a) Chứng minh rằng (ả) không cắt ('/) 

b) Từ điếm M thuộc (A) kẻ các tiếp tuyến MA, MR tới 
(y) (A, B là các tiếp điếm). Chứng minh rằng khi M 

thay đổi trẽn (A) thì AB luôn đi qua một điếm cỏ định. 

LỜI GIẢI 

a) Dễ thây (y) có tâm 1(1, 1) bán kính R = 1. 

iă=4>i 

& 

nên (A) không cắt (/). 


Ta có d 1/A = 


2.1 - 1 




b) Giả sử M(m, 2m + 3) e (A). 

Khi đó tứ giác MAIB nội tiếp trong dưòng tron (K) 


đường kính MI, có tâm J 


'm + l m 
—:—, m + 2 


là trung điểm cua 


MI và có bán kính R = ^MI = ~yj (m - 1 Ỵ + (2m + 3 l) 

2 2 
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= — yf( m 1) + (2m + 2)" 

Vậy phương trình của (K) là: 


, .m -f 1 ì / / 

(K) X — -. I + (y (m 

1 2 ) 


ọ\y = (m - 1) ' 4- ( 2 m + 2] 
4 


<=} (K): X + y ' - (m + l)x - 2(m + 2)y + 3(m + 1) = 0 

Đường thắng AB là trục dắng phương của (v) và (K) 
ivn có phương trình 


AB: (-2 + m + 1 )x + ) 2 + 2(m + 2))y + 1 -3(m + 1) = 0 
o AB: (m - l)x + 2(m + l)v - (3m + 2) = 0 
Gọi N(x„, v ơ ) là điểm mà AB luôn đi qua 
<-} (m - 1 )x 0 + 2(m + 1 )y„ - (3m + 2) = 0 Vm 

(x 0 + 2y„ - 3)m + (2y 0 - x 0 - 2) = 0 Vm 


<=} 


X +2y„ - 3 = 0 
-x 0 + 2y 0 - 2 = 0 


» N 


í ì_ 5 ^ 
2’ 4 


5\ 

Vậy AB luôn đi qua diêm N 14,— cô đinh. 

12 4 


§3. ELÍP 

Cho elíp (E): — + 7-T = 1 

a b 

(c = Va - - lr ) 

Cho M (l (x„, y n ) e (E) 

MF, = a + - x„ 

1. a 

MK S =a-^x„ 
a 
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2. Tiếp tuyến tại M cùa (E) là 

a ỉr 

3. Đường thẳng \: Ax + Hy + c = 0(A J + H > 0) tiÔỊ) 
xức vói (E) <=> A~a J + B 2 Ỉ) = ( 


17 DỤ 1 

Chững minh rằng tích các khoảng cách tư 2 tiêu diêm 
của một cỉíp đến mội tiếp tuyến tùy ý cứa nó thi luôn hăng 
hình phương cứa bán trục bé. 

LỜI GIẢI 

Gọi phương trình tiếp tuyên là Ax + Bv + c = 0 (A 2 + B‘ > 0). 
d tiếp xúc với (E) <=> A 2 a 2 + B 2 lr = 0 

F,H, = 


K.H,= 


A(-c)+ c 


c - Ac 

Va- + B 


Va- + B- 

Ac + C 


c + Ac 

VA +B- 


Va- + B- 


=> F,H, . F,H, = 


c- - AV 


A 2 + B 2 


A 2 a + B 2 b 2 - A J C 2 


A + B- 


A'(a" -c~) + B 2 t>- 


Ai) + Blr 

A- +B- 


A- + B- 


= b- 


vi DỤ 2 

Cho 2 clíp (Eị): + “— =■ 1 

y 16 9 


y 


(Eo): -- + 777 -1 

9 16 

f/ãy viết phương trinh tiếp tuyến chung của 2 elip trm 
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LÕI (iIAI 

(iià sù' dương thắng (1 cỏ phướng trinh: 

Ax + Bv + r = 0 (A + B > 0) la tiếp tuyên chung của 
2 ohp dà cho. 

Nhận xét: 

(1 không song song vỏi Ox -V A * 0 => cỏ thỏ coi A = 1 
~ 1 > d cỏ phương trình là: X + By + (' = 0 

*) d tiép xúc với (Kị) C4> 16 + 9B J = (' 
d tiếp xúc với (K ) <=> 9 + 16B = c 

Ta có hệ: 

16 + 9B 2 =C“ ị B =±1 

9 + ltíB- == C" \c = ±5 

Vậy phương trình các tiếp tuyến chung của 2 elÍỊ) đã 
chơ là 

(ly X + y + 5 = 0 
d X - y + 5 = 0 
dy X + y - 5 = 0 
d,: X - y - 5 = 0 

vi DỤ 3 

a) Hây lập phương trình chính tỏc của elíp (E) biết nỏ có 2 
ti cu điểm là F,( Vĩõ , 0), F/ VTÕ , 0) và bán trục lớn a = VĨ8 . 

bì Xét dường thắng d tiếp xúc với (E) và cắt trục 
hoành tại Ả, cắt trục tung tại B. 

Hãy xác định dường thang d sao cho tam giác OAB có 
diện tỉ ch lớn nhát. 
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LỞI GIẢI 


1. F,(-Vn>, 0), F,( vTo , 0) 


=> 


c = VĨÕ 
a = VỈ 8 


1 )- = 8 




- + = 1 

18 8 


2 Tiếp tuyến Md: 

x u x , y 0 y 


18 8 


= 1 


=> A 


18 


V x „ J 


=> OA = 


.0 

18 


, 13 


0 , 


8 


V, 


X, 


và 013 = 


8 


1 


y 0 

1 


18 


=> S(OAH) = ị OA. OB = ^ 


M(x 0 , y 0 ) 6 (E) => ị + ặ = 1 

lo o 

^1 = ặ + ặ> 2 JÌS = fc^ 

18 8 V 144 6 


6 _ 72 

> > 12 


8 

72 

'y<> 

x oy 0 |. 


x„y 


||. T II 


x o.y 0 


=> s„12 


7 (OA!ỉ) 

x; 


" = " <z> 1 


18 8 2 


c=> 


xỉ =9 


Xo - ±3 


Vn=4 [y 0 =±2 


J 0 
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Kết luận: minS, ÍXI 
trong các dường sau: 

= 1 2 và 

dạt 

dược khi d 1 ; 

h một 

, 3x 2y 

d,: — + — 1 c^> : 

18 8 

í X + 3y - 

12 = 

0 


1 . 3x 2 y 

d — —— - 1 c=> : 

ìx - 3y 

12 = 

0 



18 8 
— 3x 2v 

d-7- + -7- = 1 <=» 2x - 3v + 12 = 0 
18 8 

n Q - 

d —— +~ = l <=> 2x + 3y +12 = 0 
18 8 


vi DỤ 4 


Cho elíp (E): 4x 2 + 16y 2 = 64 
CI) Hãy xác định các tiêu điểm Fj, Fj của (E) 
bì Giá sử M là 1 điếm di động trên (E). Chứng minh 
rằng tí số khoảng cách từ M đến tiêu điểm phải Fj và đến 


3 8 

dường thăng X = ~r=íà luôn luôn không đổi. Háy tính 

v3 


lượmg không đổi đó. 


c) Cho đường tròn ('(): X 2 + y 2 + 4 y/3 X - 4 = 0 

Xét 1 đường tròn ('<') thay đổi nhưng luôn đi qua F_> và 
tiếp xúc ngoài với đường tròn {'<). Hãy tính quỹ tích tâm N 
của đường tròn (r). 


LỜI GIẢI 

a. (E): 4x + 16y ' = 64 o + — = 1 

16 4 

=* c = 2 Vã ^ F,(-2 s , 0) vả F,(2 Vã, 0) 
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M F. = 

, */ 5 , 

8- Vãx 

1 

~ ~" y 

MH = 

8 ỉ 

3 - Vãx 

V3-X 

-- 1 

. 1 

MK _ 

8-Vãx., 

s Vã 

MH 

9 

w í 

8-Vãx = 2 

X 4 y- 

1 

X 

C; 

rr 

4 

1 = 0 co (x 4 


4- y 

/ = (FJ, R) vối K,(-2 Vs , 0) vả R = 1 
4) FjN = R 4- R = 4 4 R = 4 + FjN 

co (x N 4- 2 43)- 4 yị = 16 4 (x N - 2 Vb )■' 4- y: 


4 (S y(x N - 2 V 3 " 


+ Yv 


co 


co 


co 


co < 


co 


8 V4 X 

V - 16 4 8 j| 

:»s */ãr 

Vãx N 

- 2 = V(x K - 

- 2 V 3 ) + y;’. 

*x > 

9 

vf 


(Vĩx. 

< = k 

-2 Vã)" + >■ 

X N > 

< 

2 

Vã 


8x: 

1 Vsx x 4 1 

- xị - 1 s 

k> 

ị 

2 




2x n - 

y N = 8 



MO 


= 16 


4 



) 


V V 

1 

8 

Kết luân Quỳ tích \ là phan hyperbol 
X V 2 \ỉĩ 

—-: 1 VO] X >-— 

1 8 3 

VÍ Dự5 

Cho ch Ị) (E): — t ~~ ] 

a 1) 

Tim quỹ tích những đi em M trẽn mặt phổng sao cho 
từ M ta ké được 2 tiép tuyên đôn (E) mà 2 tiếp tuyến dỏ 
vuông góc vời nhau. 



LÒI <;iAI 

Cĩ iả sử Mtj. Mt là 2 ti ỏ Ị) tuyến ké từ AI đến (E) 

(lọi phương trình Mt I là: Ax + By + c = 0 (A + 1 )' > 0 ) 
V = (-B, A) là véc to chỉ phương của Mtj. 

Altj 1 Alt <=>■ V = (-b. A) là vóc tơ pháp tuyến của Alt, 
phương trình Mt : Bx + Av + c = 0 
Mtj tiếp xúc với (K) o A a + Bìr’ = (’ 

Alt-, tiỏp xúc VỚI (K) o B a : + A !)■ = 0 


M € M t . A\ • By v t ( 0 |ÀX N1 

.... <=>■ .. . <=> 


Bx • Av m 4 c 0 


- * * ' mt , 

Me Alt 

J( A-S. + Hy,.) <• A X , ( 2AHx 1 y,, + Bv; 

i(Bx., A\\,) (' B X, 2/\B.\,y xl + A~y; 


M 

NI 

M 


+ B y M --- V 
-Ay" c 
A lt . B I' 
B ;i -i A 1) 
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o (A 2 + B") X" M + (A 2 + IV) y“ M = a 2 (A + IV) + I> (A J + IV) 
c=> (A 2 + B-Kxỉ, + y- M ) = (A 2 + B 2 )(a 2 + b 2 ) 

» 4 + y„ = a 2 + lr 

Kết luận : Quỹ tích M là đường tròn: X 2 + y 2 = a 2 + b~' 

vi DỤ 6 

Cho elíp (E): — + -p 7 = 1 
a b 

Xét các điếm A(~a , 0), A/(a, 0), 

M(-CI, m), Nia . n) (rn, n thay đoi). 

1) Chứng minh rằng: đường thắng MN tiếp xúc với (E) 1 
o mn = b 2 . 

2) Giả sử M, N thay đổi nhưng đường thẳng MN luôn 
tiếp xúc với (E). Tìm quỹ tích giao điếm 1 của hai đường 
thắng AN và AM. 

3) Với giả thiết như câu 2, xác định tọa độ M, N sao 
cho tam giác F 2 MN có diện tích nhò nhất. 

4) Giả sử MN tiếp xúc với (E).' 

Chứng minh rằng: đoạn thẳng MN được nhìn từ 2 
tiêu điểm của (E) dưới 1 góc vuông. 

LỜI GIẢI 

1) Phương trình MN: 

X + a _ y - m 
2a n - m 

c=> (n - m) - 2ay + a(m + n) = 0 
Đường thang MN tiếp xúc (E) 
o (n - m)'.a J + 4a 2 .b 2 = a L ’(m + n) 2 
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(n m) 4 ị\) = (ni 4 n) 

I nin = lỉr 

c: nin = ỉ) 

2) Phương trình AN: 

X 4 a y 

—— — <=> nx • 2ay = -an 

2a n 


Phương trình AịM: ----- 

ƠÍ1 


X 4 a y - m 


Zã n - m 
'oa dô (X. y) của I thỏa mã n hộ 


<=> mx 4 2ay = am 


nx - 2ay = -an 
mx 4 2ay = am 

u 


=4> X = 


a(m - n) 


m 4 n 


mn 


m.nx - 2amy = -a.m.n 2amn 

=> V = --- = - 

mnx 4 2any = amn 2a(m 4 II) m + n 


N = 


a(m n) 


V, - 


m 4 n 
mn b 


=> < 


m 4 n m 4 n 


X, 


m - n 


a m 4 n 

y. . b 

b m 4 n 


<=> 


1 a ì 


4 4 


,V| Ỵ _ (m n Y 4 b~ (m - n)" 4 

b ì (m 4 n ) ím 4- n 1 


mn 


(m 4 n) 


1 


Xf Vị- 

■=> — 4-4-L 

a / b ' 
? 


V2) 


Quỷ tích ỉ là elíp: 
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XX TĐHUH 



X ■ 


a 1» 

I ị 


3) MN tiếp xúc (K) 


=> m.n = b 2 => 


m, lì > 0 
m. n < 0 


Giá sử m, n > 0 

Q — c _ Q „ Q 

° MN °htlig AM NA; ư AM1 ; . AịNP 

(m + n )2a m(a + c) _ n(a - () 

2 2 2 
am + an - cm 4 en _ (a -c)m 4 - (a 4-c) n 
2 ~ 2 

> J mía -c*).n(aTcĩ = Vnì.n.b' = Vb*~ 1) 


> xjm(a - c).n(a 4 c) = Vrn.n.b' Vb 

mía - c) = n(a 4- c) 

S F MN > b , - <=> , 

m.n = b 

m(a - c) 


a 4- c 


[ 2 (a -c) 


a 4- c 


(a - c)(a + e) 


i(a - c) 


a 4 c « 


m - a 4 c 


n • ạ 4- c 


/ V- 11 “ 

Ị m = (a 4- c) 

Do dó min S K VN = Ir' và đạt dược khi M. N ỏ 1 trong :2 
vị trí sau: 

M„(-a, a + c) & N 0 (a. a c) 



e) & N,( a 4 c) 


M,( a, a 

4) 

K M (c a, m )ị ; , ; 

I => KM.KN ( a • m.n b i 1) =0 

FN (c 4 a. n) I 


=> F\i 1 FN=> MF,N = 1V 
Tương tụ MẸ,N = 1 V 


§4. HYPERBOL 



Cho hyperbol: -^7 - 7 — 1 

a b 

/. c/ỉp M(x„. y„) c (11), tiếp tuyến Mt của (H) có 
phương trình: 

X X y,,y 
a 1 b" 



2. Đường thắng d: Ax + Hy + c = 0 (A + B > 0) t/cỊp 
xúc với (H) 

fc *0 

c " ỊaV - B 2 b 2 = c 2 


Vi DỤ I 

Chứng minh rằng: tích 2 khoáng cách từ 2 tiêu điếnn 
của hyperhol (H) đến một tiếp tuyến tuy y cua nó thi luôn 
luôn bằng bình phương của bán trục bé. 

LỜI GIẢI 



X ~ y ■ 

Gọi phương trình của (H) là: - A— - 1 

a b 

Gọi phương trình tiếp tuyến Mt của (H) là: 
Ax + By + c = 0 (A 2 + B“ > 0) 

=0 A 2 a 2 - B 2 b 2 = c 2 
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A(- «■)+(• 


(' 

Ac 



TỉT 


Vá 7 

Tb 7 

F : H,.F,H .= 

( A c 

A (• 4- c 


c * 

Ac 

A t B 

Va +b 


Va 

+ B 




A <1 

w ; 

■ ^ 1 

'—■* 


A 1) - B I) 

A + B 


A- + B 


vỉ Dự 2 

Cho hyperhol (Hì: — 1 

16 9 

Hây lập phướng trinh tiếp tuyên kẻ từ Mi'1, -2) đến (Hì. 

LỜI GIAI 



Gọi phương trình tiếp tuyên Mt: 

Ax + By + c = 0 (A 4 IV" > 0) 

Nhận xét: Mt khống Ox A r- 0 => có thể coi A = 1 và 
phương trình Mt là: X 4- By 4- c = 0. 
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+) M(L 2) e Mt co 1 - 215 + r = 0 co c = 215 


....... . ....... >16-915 c 

+ ) Mt tiêp xúc vói (H) co . 

c*0 


c = 215 - 1 

Ta có hệ ị 0 * tì co ! 15 * ~ 

16 - 915 J =C J 


c = 2B -1 


c = 2B- 1 
1 

2 

16-9B-' = (215 1) 


co 


co 


B*ị 

2 

13B- -415-15 = 0 
2-VĨ99 


B, = 


c, = 


B 2 = 

c, = 


13 

9-2 


13 


2-VĨ99 

13 

-9 + 2VĨ99 

13 




Mt, : X + 


Mt ! X + 


' 2 - VĨ99 


13 

y ~ 

V / 

V 

'2 - V199 

y 


l 13 



f 9 + 2VĨ99 ì 


13 


13 


0 


0 
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17 1)0 :i 


('ho h vncrhoỉ (H ỉ: K 7 1 

a ì) 


Cỉịci sứ 3/ớv,. X y là ỉ diêm di dộng trẽn (Hì. Qua M ké 
tirp tuyén Mf rủa (H). Giá sứ ticp tuyến đó lân lượt cát 2 
ticm can xicn cua (H) tại A và tì. 

co Chứng minh ráng: M la trung điếm đoạn AB. 
hì Chứng minh ràng: \OAtì cổ diện tích không đỏi. 
Hay tinh lượng khàng dùi dó chỉ theo a và h. 


LỜI GIAI 



a) Phương trình tiếp tuvôn Mt: 


XX y 0 v 


a 1) 

*) Tọa độ (x. V) cua A thỏa mã n hệ 


ỉ) 

y — X 
a 

X X V y 
a ỉ) 


<=> 


b 

y - X 
a 


X, X y 


ỉ) a 
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y — X 
a 


1)X„ ay 0 ì 


X 1 


a-b 

bx„ ay„ 
alr 

bx„ - ay„ 


J a*b ab 2 

=> A -— —— —- 

V bx„ - ay„ bx„ - ay„ 

Tương tự ta có: 


=> B 


a~b -ab" 
bx„ +ay„ ’ bx„ +ay„ J 


a-b 

a 2 b 


bx {) + ay, 

bx„ - aỵ 0 


2a" b X 

2a b ) 

ý, 

lrx - a y 

X 

a b 

a 

ỷỉ 

" ! > ) 


— 2x 0 — 2x M 

=> M là trung điểm AB 


b) S ()AH _0A.0B.sin2a 
2 

(*) A { — ■ ab '~ 

(bx„-ay„ bx ay 

a-1) 

=> OA- = -———— + 

lbx n -ay„ J 

abva + 1) 


bx () -ay,J bx av„ 


_ a b (a + b ) 
(bx - av )' 


=5- OA = 


bx„ -av„ 
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<*l 15 


a ỉ > ; 1 1) 

I)X • ay hx • a\' 


OB 


: OB = 


a 1) 

ab 

a b (a 4 ỉ ) 

bx + ay 

ị, __ __ ị 

bx 4 ay 1 

(bx , +ay ) 


(*) sin2u = 


abva 4 ỉ) 

Ịhx., av 

• Ị 

2tgơ. 


b 


a 


Kết luôn: s 


OAH 


Ịl) X a V 


2aỉ) 

a 4 1>~ 


l+tg(/ ^ b 
a ) 

] abVã” + 1)" ‘ã\)yj a“ -4-b'* 
'2 |Ỉ)X ay ị Ịbx,, 4- ay 

a ỉ) a M) 


2ab 


a b 


\ ■ -f b “ 

= ab 


x: v 

a' 1) 


17 / 

C/ỉ 0 hyperbol (Hì: — - = 1 

n h 

G/r/ sứ M(x (h y 0 ) la một (tiêm dì động trên (H). Qua M ta 
lán lượt kẻ các đư(fng tháng d,, d; song song với 2 tiệm cận xiên 
cua <H). 

Chứng minh rằng diện tích hình bình hành tạo bơi d h 
d va 2 dường tiệm cận ỉa một sỏ không đổi. Hãy tinh 
lương khàng dôi đó chi theo a va b. 
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LOI GIÃI 


*) MA//d , hộ sỏ góc của MA )à 


=> Phương trình MA: y y 0 = --(x X ,, 


b . bx , + a\\ 
o y = - — X + —— - 

a a 



Tọa độ (x, y) của A thỏa mà n hệ 


b.. 

y = — X 
< a 

1) bx„+'ay„ 

y = - — X + — —■—— 
a a 


c^> 


b 

V - — X 

a 

b b bx + ay 

a a a 


1)X 4- ay Ỉ)X 4 ;iv 

21) ' 2a 


OA 


Ị bx, 4-ay Ỉ)X + ay X | 

2b ’ 2a j 


:> OA 


( 1)X 4 ay ) .(a 1 ) ) 
lai) 

ịbx. + ay, ị.Va b 

~2aỉr 


*) MB//(1, => hộ sô góc rua MB la 


ỉ) 


:> Phương trình \IB: V V, = — (x - x u , 

a 

ỉ) bx 0 - ay 

<=> y = — X - - : — 

a a 

Tọa độ (X, V) của B thỏa mã n hộ 


b 

y — X 

a 

b bx.-ay 

y = — X ——— 

a a 




b 

V --- — X 

a 

1) b bx -ay, 

a a a 




X 


V 


bx ( , - ay , 
2b 

ay ,, - bx„ 
2a 


4 B 


bx ~ ay ay Ỉ)X 


21 ) 




-> OB = 


|bx (1 - av.ịVa" • h 

2al) 
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ỉ) 


*) tgu = 


a 


=> 


sia2a = 


2tgtt 2ab 

1 4 tga a 41) 


Kùt luận : 

B.oami;, - OA . OB . sin2a 

b-x;; a y Ị(a + b J ) 2al) 

I a" 1 >" a + b 

__ ab 
2 


vi DỤ 5 

Cho hypcrbol (H): — - - 1 (o > b > Oi 

a l) 

Hãy tim quỹ tích những điểm M trên mặt phang sao 
cho từ M ta kẻ được 2 tiếp tuyến tới (H) mà 2 tiép tuyến dỏ 
Ư u ỏng góc V ới n h a U . 

LỜI GIẢI 

Điếm M(x m , y M ) thỏa mãn giả thiết o M G dị, M - d : , 
vói dj, đj là 2 tiếp tuyến vuông góc nhau của (H). 

Giả sử phương trình của 

dị là: Ax + Hy + c = 0 (A 2 + B’ > 0) 

ủ , là : -Bx + Av + (’ -() 

, .. \C*Q 

dị tiếp xúc (H) : (1) 

[ A a' 13“h" ( " 

... , fc * 0 

d, tiẽp xúc (H) o<' , _ (2) 

Ba A b c 


ỉ 1 



M e tỉ 


Bx v , • Av M +c = 0 


Kết hợp (1). (2), (3) ta đtíọr X ", + y M = a ỉ) 

Vậy 

+) Nêu a b < 0 quỹ tích M la <Ị> 

+ ) Nếu a' b > 0 (ỊUỸ tích M là đường tròn 
X + y 2 = ÍV 1)" 

vi DỤ 6 

Cho hyperhol (Hì: - — 1 

16 4 

1 > Viết phương trình tiếp tuyên cùa (H) đi qua Mỉ2 , -1). 

2 Gió sử dường thang do tiếp xúc (H) tại E. 

Chứng minh răng EM là phản giác trong cùa góc 
p... 


LỜI GIAI 




{Hì: A = 1 

l(ì 4 

=> c — Va J + ĩr = V 2 ĨỈ - 2 Via 
=> K,(-2 VÃ , 0) 

V,(2yỉo . 0) 

1) Gọi phương trình tiòp tuyến Mt: Ax + Ky + c = 0 

(A-' + B-' > 0) 

*) Xét A = 0 

=> Phương trình Alt: Bv + c = 0 (B X tì) 

+) M(2, -1) e Alt ■<=> -B + c = 0 

<=> B = c 

+) Alt tiếp xúc với (H) co -B'V = ('- > 0 

co -4B- = c- > 0 


Ta có hệ 
í c = B 

Ì-4B- =c- >0 


(loại) 


*) Xét A * 0 

Coi A = 1 => phương trinh Mt: X + By + c = 0 
M(2, -1) 6 Mt <=> 2 - B + c = 0 

<=> B = 2 + c 

Do đó Mt tiếp xúc vối (H) c=> 16 -- 1B = C' > 0 
Ta có hộ 

IB - 2 + c 

16 - 4 B = c- >0 
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B 2 + c 

o r*() 

Ị 

Kì l((’ 4 2) 


lĩ 2 + c 

(' * 16C - 0 



6 

5 

16 

5 


w Phương 1 rình Mt: X 


6 16 

~y = 0 

■5 5 


Í)X 


6y - 


1 6 = 0 


2 ) Tọa dộ (x. y) của giao di ếm I của \It và Ox thỏa 
tna n hộ 

I 

[ 5 x - 6 y -16 = 0 
y = 0 

<=> 16 
‘ ~ ÍT 


{ 5 J 


1 F, 

- 2 Vơ + 

16 

10 Va + 

16 

5 

5 


1 F 


16 

10 Va 

16 

5 

f> 



10-75 + 10 

5 Vơ 4 

8 

1 K 

10 Vã 

1 6 

: WT~ 

8 
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*) Tọa clộ (x. y) của E thỏa mã n hộ 


1 


X y 
i 16 4 

5x - 6y -16 = 0 


<=> 


X- ly 2 = 16 
5x - 16 


V 


V 


6 


5x - 16 




X 2 - 4 
íx = 5 


6 

5x - ] 6 

~6~~ 


V* 


16 


<=> 


y 


3 => E 

2 


/ o \ 


o, 


2; 


EF,- = (õ + 2Vof +1 


9 I 89 + 80 V 0 Õ ỉ ãVo -+8 ! 


L n rrV 9 189-80VoÕ 

EF,; = (5 - 2V51 + - =-——— = 

- v 7 1 A 


5V0 - 8 


=> 


EF _ sVo + 8 


EF, = 


5V5 -8 




EF, 5 Võ + 8 
EF, " 5Vo - 8 
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=o EM là phản giác trong của FjEF 2 


vi DỤ 7 

2 2 

Cho họ đường cong (r ): — r + — / — = Um * 0 , ±5) 

m m -25 

1) Với m nào thì '< m là elíp? là hyperbol? 

2) Cho điểm A thuộc đường thắng X = I và không 
thuộc Ox. Có bao nhiêu giá trị cua m đế'f m qua A? 


LỜI GIẢI 
= 1 (m * 0, ±5) 

m m - 25 

1) (v j là elíp co m 2 - 25 > 0 co m ’ > 25 co 


m < -5 


m > 5 


(y m ) là hyperbol <o m 2 - 25 < 0 <o m 2 < 25 co -5 < m < 5 
2) A 6 đường thảng X = 1 =o A(l, a)] 

A(l, a) Ể Ox 


a *0 


A(l, a) € (v j <o — T + 


a 


1 


m 2 m 2 - 25 
<o m 2 - 25 + m 2 a 2 = m 2 (m 2 - 25) 
co m 2 - 25 4- a 2 m 2 = m 4 - 25m 2 
co m 4 - 25m 2 - m 2 4- 25 - a 2 m 2 = 0 
co m 4 - 26m 2 - a 2 m 2 4- 25= 0 
co m 4 - (26 4 - a 2 )m 2 4- 25= 0 


4ÓLTOHHH 
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m t 

|t * o.t * 25 (*) 

|r(t)= t (26 + a y + 25 ; 0 


Nhận xét: 


f(0) = 25*0 I 
í(25) ~25a~I 


f(t) không có nghiệm là 0 va 25 


Do dó (*)<=> 


ị t = m > 0 

ịf(t) = t J -(a J +.2«)+ 25 0 


Do f(2f>) < 0 nôn f(t) có 2 nghiệm plìán hiệt la: 


lị < 25 < t 


t +1_. - a +26 
Do 

Ịtị.t =25>0 
Vậy (*) có 1 nghiệm 


>0 


nôn 0 < tị < 25 < t 




Ịm> , = ± > /ĩ7 e (- 5. 5 ) 

m ,, = ±Jụ € (- 5, 5) 


=> Có 4 dường cong Cm,, Cm_. Cm :ỉ , Cm, di qua A vin 
trong đó ÍCniị. Cm L , là hvperbol 
[('ni;. Cnì, là elíp 


Ví I)Ụ 8 

Cho hyperbol (Hì: — - — - 1 (ci > h > 0) 

a 1) 

Cho k ỉờ một sô thực (lương. Xót cóc (ỉuMng tháng 
dJ: V = kx 
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» b 2 - k 2 a 2 > 0 
b 2 


<=> k 2 < 


a- 


o 0 < k < - 
a 


r ) d 2 cát (H) <=> Hệ 


1 . 
X 

k 


có nghiệm 


X- 

la* 


= 1 


c=> < 


y = - — X 

y k 


X 

r 2 Ũ2 


có nghiệm 


La 

y = 


<=> 


b 2 

1 


= 1 


X 


k 2 a 2 b 2 


có nghiệm 


k 2 b 2 -a 2 
« k 2 b 2 - a 2 > 0 
a 2 

« k 2 >^- 
b 


= 1 


1 _ a 
<=> k > 

b 

a , b 

Kết luận : dj và d 2 cắt (H) » Y < k < — 

b a 

b) 

*) Tọa độ (x, y) của A thỏa mã n hệ 
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X, y > 0 
< y = kx 


X' 


a 2 b 2 

b 2 -kV 


<=> 


ab 

Vb 2 - k 2 a 2 

kab 

Vb 2 - k 2 a 2 


=> A 


ab kab 

Vb 2 - k 2 a 2 ' Vb 2 - k 2 a 2 , 


„ A ,_ aV _ kVb 2 

o0A b^ĩv + bí^v 


(k 2 +l)aV 

b 2 -k V 


. n A - ab-v/k 2 +1 
=> OA = . 

Vb 2 -kV 

*) Tọa độ (x, y) của B thỏa mã n hệ 


x,y > 0 

1 

y k x 


■> 

X = 


k 2 a 2 b 2 
k 2 b 2 -a 2 


<=> 


kab 

Av -a 2 

ab 

~VkV-a 2 
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B Ị kab ab 

i V k I > lì yfũrh~ a' 

_ k'a 1) aV a b (k + l) 

=0 OB = —; + ——-7 = ■ -7777- -— 

k b - a k ỉ) a k 1) a 


=0 OB = 


abVk"+1 


Vk"V - a 

0 = 4S«AB = 2.0A.0B = 


2a"b'(k 2 +a) (a . 1) 


> '> 

a 


Nhận xét: 

yj(\y - k'a~)(k _ ‘ỉr - a) = 


k-b 

b 2 -kV + k-Ị)- - a~ 
2 


Ị — < k < — 
b a 


_ (k- +l)(b- -a-) 

2 

_ 1 _ 2 

V(lr - kV)(k-lr - a~) ” (k 2 + - a') 


=> 


_ 2a-b 2 (k-+ 1 )^ 4a-b-(k J + 1 ) -ỉa J lr 

1 21 2 2 ~ 7 ĨI 2 1 Vi. ~~n 1,2 

k b -a (k +1 )(b -a ) b -a 

"=" co b 2 - k 2 a 2 = k V - a 2 
<0 (k 2 - 1) (b“ - a 2 ) =0 

V 


co 


k' =1 
k >0 


co k = 1 thỏa mã n điểu kiện 

4a l) 


/'í 


a . b 

— < k < — 

b a 


Kết luận : minS AluT) = 


1,- - a' 


và đạt được co k = 1 
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§5. PARABOL 


I PARABOL THUẬN 



Dường cliuẩn A: X - - -- 

Tiêu điểm F| 1,0 \ 

{2 ) 

2. Cho M(x 0 , Vo) e (P) 

=> Phương trình tiếp tuyến Mt: y 0 y =p(x„ + x) 

3. Đường thảng d: Ax + By +c = 0 (A J +B L ’ > 0) tiếp xúc 
vổi (P) o pB-= 2AC 

II PARABOL NGHỊCH 

1.Phương trình pnraboì nghịch X = 2py (p > 0) 

, |> 

Đương chuânV = 

* á * 


p 


í p N 

Tiêu điểm F 0, 7 

l 2 

2. Cho M(x 0 , y 0 ) € (P) 

=> Phương trình tiếp tuyến Mt: X 0 X =p(y 0 + y) 

3. Đưòng thẳng d: Ax + By +c = 0 (A 2 +B 2 > 0) tiếp 
xúc với (P) <=> pA 2 = 2BC 

Ví DỤI 

Cho elíp (E) : + —— = 1 và parabol (P) : y 2 = 12x 

8 6 

Lập phương trinh các tiếp tuyến chung của (E) và (P). 

LỜr GIẢI 

Gọi phương trình tiếp tuyến chung d của (E) và (P) là: 

Ax + By +c = 0 (A 2 +B 2 > 0). 

Nhận xét: d không // Ox => A * 0, có thể COI A = 1 
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:^>d:x + By + C = 0 

+) d tiếp xúc với (E) o 8 + 6B' = c (1) 

+) d tiếp xúc với (P) <=> 6B“ = 2C (2) 

Thế (2) vào ( 1 ) => c 2 - 2C + 8 = 0 

c = 4 => B - = ị 

« 3 

C = -2=>B Í =-| (loại) 

L 3 v 

Jb = ±2# 

=> 3 

c = 4 

V. 

Kết /i/ận: Hai đường tiếp tuyến chung là 
d,: x-^y + 4 = 0 

d 2 : x+ -ệ-y + 4 = 0 

3 

Vi DỤ 2 

Cho parabol (Pì: y 2 - I6x 

ĩ) Lập phương trình đường tiếp tuyến của (P) vuông 
góc với đường thẳng d : 3x - 2y + 6 = 0. 

2) Lập phương trình các tiếp tuyến kẻ từ M(-l, 0) đến (P). 

LỜI GIẢI 

l.d' là tiếp tuyến của (p) 1 d: 3x - 2y + 6 = 0 
=> d': 2x + 3y +m = 0 
d' tiếp xúc với (P) o 8.3 2 = 2 . 2m 

ora = 18 
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Kẽt hỉ ạ IV. d': 2x + •)>' + 18-0 

2. Đường tháng (li qua M(- 1. 0) và ticp xúc với (p) VOI 
hệ sô góc k là \: V = k(x + 1) <^> kx y + k = 0 

\ tiốp xúc với (P) « 8.(1)’ = 2k ! 

<=> k = ± 2 

Kết luận: Hai dường thang cán tim là 

V 2x - y + 2 = 0 
\,: -2x - y -2 = 0 
vi nụ 3 

Cho parabol (P) y - ~ X" 

1) Cho l< 1, 1) qua I kẻ tiếp tuyến It cứa (P). Hây lọp 
phương trinh đường 2 thắng CƯ đi qua I vuông góc 
vời It. 

.f]5 27Ì 

2) Cho A —, — . Tim tờt cả những diêm M € (p) 

i 8 8 

sao cho đường thắng AM vuông góc VỚI tiếp tuyến 
của (P) tại chính M. 

LỜI GIẢI 

(P) : X“ = 2y => p = 1 
1. I(-l, i)e(P) 

=> Phương trình tiếp tuvốn It của (P): 

-1X = — + V 
2 

<=> 2y +2x +1=0 

Đường thắng d 1 It => véctơ pháp tuyến của (1 là (-2, 2). 
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o (1: 2x + 2y + c = 0 

(1 (ìi qua I( 1. -•) 2( 1) + — . 2 + e = 0 

9 2 

=> c = - 3 

Kc/ luận: (1: 2\ 2y +3 = 0 
2. Ciã sử M(x () . y„) € (P) <=>■ X = 2y n 
Phương trinh tiỏp tuyên Alt : X X = V, + y 
<=> X 0 X y y, = 0 

u = (1. Xo) là véetơ chí phương của Mt. 


AM = í X , 

15 

8 *' V 

27 ^ 

8 J 




A\i 1 li 

<=> X, 

15 1 

1 

y,. - 

27 

X, =0 



8 

Ịt 

8 , 



c=> X, 

1 

»15; 

+ 

( 

X 

9 

V ^ 

27 

8 

K -° 


o 4 X , - 19x 0 - 15 = 0 
o (x„ +l)(4x l ", - 4x 0 - 15) = 0 


C-> 


X., = - 1 


X 


i) 


è 3 


9 


: Các điểm M cần tìm la 
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vi DỤ 4 

Cho parabol (P) : y 2 = 2px (p > 0) 

Giả sử M là 1 điểm di động trên (P). QuaM kẻ tiếp 
tuyến Mt của (P), tiếp tuyến này cắt Ox tại N, cắt Oy tại 
N\ Tìm quỹ tích trung điểm của I của NN'. 



=> Phương trình tiếp tuyến Mt của (P): y 0 y = p(x 0 + x) 


ÍN(-x o ,0) 
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=> I 


X, 


-x 0 +0 -x 0 


0 + 


y, = 


2 

pXọ 

Yo 


2 


x 0 — 


-2x, 


y _0 

2 


2 


px 0 _ 2 y 0 _ 

2y 0 2y„ 4 y ° y ' 


M(x 0 , y 0 ) e (P) => yj = 2px 0 

=> 16y ị 2 = 2p(-2xj) 



=> Quỹ tích I là parabol: y =--y X 

4 

VÍ DỤ 5 

Cho parabol (P) : y 2 = 2px(p > 0) 

Tìm quỹ tích những điểm M trên mặt phang tọa độ sao 
cho từ M có thê kẻ được 2 tiếp tuyến vuông góc tới (P). 

LỜI GIẢI 

Phương trình đường thẩng Mt: 

Ax + By +c = 0 (A 2 +B 2 > 0) 

=> V = (-B, A) là véctơ chỉ phương của Mt. 
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Mt,l 

Mi , 

V la véetò phap tuvỏn 

Phương trinh Mt 

: Bx +Ay 

+0 = 0 

Mt, 

tiỏp XÚC (P) 

< Ị )B = 

= 2 AO 

Mt, 

t iỏp XÚC ( I 5 ) 

o pA : 

= -2BC 

í M € 

Mtị 1 

Ax m + By 

\1 + ' f ' ~ u 

\ 



ị M 6 

Mt 

Bx m •+• Ay ọ ( - 0 

(Ax v 

,+B.Vm ---? 



Ịhx m 

-Ay,, (• 



1-2. 

> X.M + 2ABy, 

, =2AC = 

1»B- 

í --'li 

; J X M 4 2ABy v 

-- 2RC 

= ! > A 


2(A“ + B")X\1 - p(A + BÀ 



Quỹ tích M là dường chuẩn \: x= - — 

vi DỤ 6 

Cho parabol (P) : y 2 = 2px(p > 0) 

Giả sứ M là một điểm di dộng trên đường chuẩn 1. 

* = -£. 

2 

Từ M to ké 2 tiếp tuyến MTj , MT> (T h Tj lờ 2 tiếp 
điếm) tới (P). 

Chứng minh răng: đường thõng Tị, 7 \ luôn Juòn dị 
qua một điếm cỏ định. 



*) Plìiiong trình ti(*Ị) tuvốn TịtJ: p,y = Ị)(x+ Uj) 
c:> Ị) X ~p L v + |)U 1 = 0 

Plníòng trinh tu-Ị) tuy ôn T t : p_,v = Ị)(x+ (/.,) 

co Ị)X - p V + I )m = 0 

*J - M T 5 . . l' x P,.V M +pa, 0 

•M-ó T t |)X M - |i V M + |K/ = 0 

|i>«! y mP, + I»x« = 0 

||)U -y M ịi, +px N , =0 

o T,(ơ|. Ịìị). T-(ư . (Ị.) € dường thắng d: 

yM >■ + px.M = 0 

> (T|T ) (I 

c Phơõng trinh T,T : Ị)X V M V + Ị)X\, = 0 




=* F(£. 0) e T,T 2 

Vậy T|T 2 luồn qua điểm cô' định F 

vi DỤ 7 

Cho parabol (P) : y = ỉx 2 

2 

Giả sứ A, B là 2 điểm di động trẽn (p) sao cho AB = 2. 
Háy tim quỹ tích trung điểm I cùa AB. 

LỜI GIẢI 



o (x* - Xị ) 2 + 


r 1 , 1 , 

-X X, 
v 2 2 2 1 


= 4 


o (x 2 - Xị) 2 + 


l + ị ( X 2 + X |) 2 

4 


=4 (1) 
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') 1 : 


X, = 


X, + X 


X, 4 x_ ~2x. 


y, + y._, _ X, + X, (x, + X , )•’ - 2x,x_. 

y,: 2 4 4 


y* 


X| ~2 x,x 


x í - 

ềLti 

( 1 ) 


') (1) <=> f(x., - X,)- - X,X-,1 


1+ + x .)~ 
4 


<=> (4x, - 4x 1 x.j)(l 4- X|‘) = 4 

<=> (xf - X J x_>)( ] + X, ) = 1 

„ 2 _ 1 
<=> X , - x,x 2 = 


1 + xi 


<=> XjX 2 = Xị- 


1 + x; 


.2 1 

y. = X 1 - — 

.1 ! 9 


x; 


1 ..2 

1 + X, 


I J 


x í+ 


1 + X 


I J 


Kết luận: Quỹ tích I là đồ thị hàm sô' 


y = 


2 


2 

X - 


1 4 X 


vi DỤ 8 

Cho parabol (P) : y 1 = 2x và 2 điếm A(2. -2). 13(8, 4). 
Giá sứ M là ì điểm di động trên cung nhỏ AB của (P). Hãy 
xác định M sao cho AAMB cỏ diện tích lớn nhát. 


SOLTOHHH 
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=> phương trình AB: 


X - 2 _ y 4- 2 


<=> X - y -4 = 0 
AB = 736 + 36 = 6^2 
Gọi M(x m , y M ) => yỉ| = 2 x m 


=> Savmr = — AB.MH = - 76 V 2 


= ||y; 1 -2y Nt -8|(-2<y M <4) 

Zâ 

Nhận xét: -2 <y M < 4 => Vy 





S\A.\UÌ “ + 2y M y|,)( 2 < y,„ < 4) 



27 


2 


" — H 

— <=> 


y.M = 1 € 1 - 2 . 4 ] 


Kết luận: 
max s \ AM |; 


= —- và đạt được 
2 


<=> M 


/ 


V 



' 

/ 


c> M 


fi.ll 
u J 


e AB. 
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CHƯƠNG 2 


PHƯƠNG PHÁP TOỌ Độ TRONG KHÔNG GỈRN 


§1. ĐƯỜNG THẢNG VÀ MẶT PHĂNG TRONG 
KHÔNG GIAN 
I. ĐỊNH THỨC CẤP 2,CẤP 3 
I. Định thức: 


1) D 


a 1 a 2 
b, b 2 


= a,b 2 - a 2 b, 


2) D = 


âj â,, a 3 

b, b 2 b, 

1 c 5 Co 



b 2 

bj 


b, 

b. 


bj b 2 

a, 



- a 2 



a-} 

c 2 

c 3 


C 1 

c :) 


Cj c> 


= a^Cị - aib 3 Cv - a,b,C 3 + a 2 b 3 c, + a. 1 b,c 2 - a 3 b 2 C; 

1 2 3| 


Ví dụ : +) 


4 5 6 
7 8 9 


5 6 
8 9 


4 6; 
7 91 


+ 3 


4 5 
7 8 


= 45 - 48 - 72 + 84 + 96 - 105 = 0 


+) 


10 11 12 
13 14 15 
16 17 18 



15 

18 


-11 


13 15 
16 18 


+ 12 


13 14 
16 17 


= 1520 - 2550 - 2574 + 2640 + 2652 - 2688 = 0 
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//. Tích có hướng của 2 vectơ 


ỉ) Định nghĩa: 

Trong không gian cho 2 vectơ 
ú =(a„,a,,aj 

V = (b, , b,.b ,) 


/ 

a. 

a 2 


a 2 

a 0 


a« 

a i 

\ 

V 

b, 

b> 


b’ 

bo 


K 

b, 

y 


Xét vectơ w = 

Vectơ vv dược gọi là tích có hướng của 2 vectư u. V 
Kí hiệu: w = [ũ. vj 

1 w 


2) Tính chất: 

*) [ú,v]_Lii và [li.vỊlv 

) ịfư, v| lạo bôi II V 




III. Điểu kiện đế3 vectơ đồng phắng 

1. Định nghĩa: 

Trong không gian cho 3 vectơ ả,b,c . Từ một điểm 0 
ta dựng OA = ả,OB = b,OC = c. Nếu 4 điểm 0, A, B, c 
dồng phảng thì 3 vectơ á,b,cđược gọi là đồng phang. 
Ngược lại, Nếu 4 điểm o, A, B, 0 không dồng phẳng thì 3 
vectơ ã.h.cdùọc gọi là không đồng phẳng. 
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2 . Định lý ĩ: 

3 vectơ ẩ,b,c trong không gian là đồng phẳng khi và 
chỉ khi ta có thể biểu diễn được 1 trong 3 vectơ đó theo 2 
vectơ còn lại. 

3. Định lý 2: 

Trong hệ trục toạ độ Oxy cho 3 vectơ: 
ả = (x 0 , Xị, x 2 ) 

b = (y 0 , Yi, y 2 ) 

c — (z 0 , Zj, z 2 ) 

Khi đó: a) á,b,c đồng phảng 

x 0 X 1 x 2 

<=> y 0 yi y 2 =0 

Z Q Zj 

b) ả,b,c không đồng phảng 

x 0 x 1 x 2 

<=> y 0 Yi y 2 * 0 

z„ z, z, 
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IV PHƯƠNG TRÌNH CUA ĐƯỜNG THẲNG trong không 

gian 

Mót dường thắng trong không gian được cho bời 3 loại 
phường trình: 

Phương trình chính tác 

Phương trình tham sỏ 

Phương trình tổng quát 

+ ) d: -.' x,> ' = ~~ T " = —— 1 (M(x 0 , Vo, z 0 ), v=(a, b, c)) 

a b c 

(Phương trình chính tắc) 

X = x 0 + at 

+) d: y = y t . + bt (Phương trình tham Số) 

(z = z + ct 

, Ị Ax + Bv + Cz + D = 0 
+) d: ì * 

Ị AjX + B,y + c,z + D, = 0 

(Phương trình tổng quát) 

V. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐÒI CỦA 2 ĐƯỜNG thang trong không gian 

Định lý 

Trong không gian cho 2 đường thẳng 

d, ■ ^ ^ (H/Xo, y 0 , 2d, v 0 =(a,„ b 0 , Cfl )) 

a u 0,1 c u 

a,; = 1 ~ y :. . = ĩnlx ( M|(X|, V|, Zj). v,=(a„ bi, c,)) 

a, t), c , 

A7? / đổ : 


fí. d„ // d, co v„ // Vj co — - — = 

a ! b i c, 
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ò.du 1 d, o v () i.Vj » V , Vị =0<=>a fJ a 1 + l>„bj + <\,c\ 0 

c. í/ ( , dị chéo nhau: 

~ ^0 y \ y (t ^ 1 ~ 

o a„ b 0 Cọ * 0 

a, b, c, 

d. du, d, đồng phẳng: 

x 1 “ x u y. -y« Z I~ Z " 

o a„ b„ c 0 = 0 

a t bj c, 

VI. CÔNG THỨC KHOẢNG CÁCH GIỬA 2 ĐƯÒNG THẤNG 
CHÉO NHAU 



Trong không gian có 2 dường thẳng chéo nhau 

d„ : llỉa. = lllíi = ĩ-ỊĨa. (M^,. y„, /«,). v„ =(a,„ b„. Co)) 
a n b„ c 0 
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VII. CÁCH LẬP PHƯƠNG TRINH MẬT PHANG 

Cỏ 3 phương pháp chính đẻ lập phương trình mật 
phẳng : 

+ Lập phương trình mặt phắng đi qua một điếm biết 
véc tơ pháp tuyến. 

+ Lập phương trình mặt phăng đi qua một điếm biết 
cập ucctơ chì phương. 

+ Lập phương trình mật phang đi qua 3 điếm không 
thả ng hảng. 

1. Lập phương trình mật phang di qua 1 điểm cho 
trước biết véctơ pháp tuyến. 

Phương trình mặt phẩng (P): riịơA. B. C) 

A(x - x 0 ) + B(y - Vo) + C(z - Zo) = 0 



2. Lạp phương trình mặt phẵng di qua một điểm biết 
cặp véctơ chỉ phương. 

Phương trình mật phang (P). 
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3. Lập phương trình mặt phong đi quơ 3 điếm 
không thẳng hàng. 


Phương trình mặt phảng (P): 

X - x„ y _ y ii z ~ z 

X, -x 0 \ Ị - y Q Z 1 — ~ ^ 

X, -x 0 y2 ~ y<! z _' — z n 



VIII. KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIEM đến một mặt phang 

Cho M(x 0 , y,„ z 0 ) ế (P): Ax + By + Các + D = 0 
Khi đó: 



IX. VỊ TRÍ TƯƠNG Đốl CỦA 2 ĐIEM đối với một mặt phang 

BÀI TOÁN: Trong không gian, cho mặt phảng (P): 

Ax + By + Cz + I) = 0 

và cho 2 điểm M(x,. Vj, Zj), N(Xj, y-.;, z-j) € (P). 
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Hãy tìm vị tri tương dối rủa M, N đỏi với mặt phảng 


<P). 


Định lý. 

Trong không gian cho mặt phẳng (P): 

Ax 4- By + Cz 4- D = 0 

Khi đó mặt phăng (P) chia không gian thành 2 nửa 
không gian. Nửa không gian thứ nhất là quỹ tích những 
điểm M(x, y, z) sao cho Ax 4 Bv 4 Cz 4 D > 0. Nửa không 
gian thú hai là quỹ tích những điểm N(x, V, z) sao cho 
Ax 4- By 4- Cz 4- D < 0. 

Hệ quả 

Nêu 2 điểm nằm trong 2 nửa không gian cùng dấu thì 
chủng nằm cùng phía dôi với mặt phang (P). Ngược lại, 
nỏu 2 điểm nằm trong 2 nửa không gian khác dấu thi 
chúng nằm khác phía đôi với mặt phang (P). 

Vỉ DỤ 1 


Cho đường thắng d: 


ị 3x - y 4 2z - 7 = 0 
ị X + 3y - 2z 4- 3 = 0 


Hãy lập phương trình chính tắc của đường thắng d. 

LỜI GIẢI 


Cho y = 0: 


j 3x 4 2z = 7 
ịx - 2z = -3 



M( 1, 0, 2) thuộc d 
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* = (-4, 8, 10) // V = (-2, 4, 5) // d 

Kết luận-. Phương trình chính tắc d: 

X - 1 _ _y _ z - 2 
-2 ~ 4 ~ 5 

vi DỰ 2 

Cho 2 đường thẳng: 
x-ly+2_z 
3 1 ~ I 

fx + y- z + 2 = 0 

d.»: í . „ 

Ịx + 1 = 0 

Hãy lập phương trinh đường thắng J đì qua M 0,1,1) 
sao cho A vuông góc d, và _A cắt d 2 . 

LỜI GIẢI 

X + y - z + 2 = 0 X + 1 y z - I 

d. cs> —— = f- = —— 

- X+1=0 0 1 1 
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(M,(-1.0.1) V, =(0.1.1)) 

d,: ^r = ~ L =~ (Mid-2,0), V, =(3,1,1)) 

3 11 



*) AI dị o li (a,p,y) 1 V =(3,1,1) <=> ú.Vj = 0 

<=>3a + p + y = 0 

1 1 0 

*) A cát => 0 1 0=0<=>a-p+y = 0 
a p y 

Í3a + P + Ỵ = 0 
a - p + y - 0 

choa=i=.j |i ;':::\ 

l-p+r = -1 lr = -2 

=> Ũ = (1,-1,-2) 

^ ỵ _Q y _ 

Kết luận: Phường trình đường thẳng A: —-— = — 


77 



vi DỤ 3 

Trong không gian cho 2 đường thắng 
, X +1 y + 3 z 2 

d I' ~ — “ ” — 

3 - 2 -1 

, [ 3x - 2y - 8 = 0 

d>: _ 

[5x + 2z - 12 = 0 

a. Chứng minh rằng: dị, d 2 chéo nhau. Sau đỏ thày 
tính khoảng cách giữa 2 đường thắng trên. 

h. Hãy lập phương trinh đường thẳng A cắt dỊ, cắ.t d 2 
và A đi qua điểm M(-4, -5, 3). 

LỜI GIẢI 

Ta có: 

d ' : ^Ì 1 = Z ĨY = 1 T -3,2), v,=(3,-2.-l)) 

[3x-2y-8 = 0 X v + 4 z-6 

a > : „ _ „ o ■x = — = ——- 

|5x + 2z -12 = 0 2 3 -5 

(M 2 (0,-4,6), Vọ =(2,3,-6)) 

a. 

1-1 4 

Xét D = 3 -2 -1 = 52 * 0 
2 3-5 

=> d, và d 2 chéo nhau. 
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<£=> a + 3 y = 0 A 

4 1 3 

*) A cát cỉ 2 o 2 3 -5=0 

(X ị) y 

<=> 14« - 263 - 10y = 0 
o 7a- 13p - 5y = 0 

*v m . ... a + 3y = 0 
) 1 a có hệ: 

7cx-13p-5Ằ = 0 

Chọn a = 3: \'{ = => ũ = (3,2,-1) 

[3 = 2 

Kết luân: Phương trình đường thẳng A: 
X + 4 _ y + 5 z-3 

Vi nụ 4 

Trong không gian cho dường thắng d: 

X + 1 V - 1 z - 2 

2 ■ 1 “ Tỉ 
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vờ cho mặt phăng tP>: X - V - z - 1 - 0 

Hãy lập phương trinh đường thắng .1 đi qua A(l. 1. -2) 
.saơ cho A Id và A V (P). 

LỜI GIẢI 


, X + 1 y -1 7,-2 

d: 2 = 1 = 3 

(P): X - V - z = 0 


=> V = (2,1,3) 


t u(a, p. 7 ) 

—I- 

A(l. 1 .- 2 ) 


A 



*) Aid o ú (a, [3, y) 1 V (2,1.3) 

<=> ú.v = 0<=>2a + p + 3y = 0 
*) A//(P) <=> ú(a, p, y) 1 ri,, (1, -1, -1) 

<=> ũ. n,, = 0 <=> a - p - y = 0 


*) Ta có hệ: 


12(X + p + 3 y = 0 

ịa - p - Y = 0 


Chọn a = 2 => 


jp + 3 y = -4 
|p + Y = 2 


<=> 


ÍP = 5 

1y = -3 


=> ú =(2,5,-3) 


,, 3 . X -1 y -1 z + 2 

Kết luận : Phương trình đường thảng A: —J- = -- 


vi DỤ 5 

Trong không gian cho 2 đường thẳng: 
, . X -1 = y +1 ^ z 
2 -11 
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, Ị X - 2y 4- z - 1 = 0 
cL: 

[2x - y + 2z + 1 = 0 

va cho mặt phang (p): X + y + z 1 = 0 
//dy /áp phương trinh đường thắng 1 .sao c/io /1 1 (p), 
\ cát cá 2 đường thăng dỊ, d>. 


LỜI GIAI 


rp . _ - 

I a có: 



*) A cắt dj 


x 0 -1 y« -1 z 0 


2 

1 


1 1 
1 ] 


0 <=> 2x 0 + y 0 ~ 3z 0 = l 


*) A cát d.j => 


x 0 y 0 + 3 z 0 + 21 


0 

1 


1 

1 


= 0 o x„ - 2y 0 + z 0 = 4 


') Ta có hệ: 


'2x 0 + y n - 3z„ - 1 
Xo -2y„ +z„ =4 
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Cho x„ = ]: 



. ) 


MỈ 1, 


8 


5 


-V 
ỡ > 


8 1 

\ y + ; ^ ^ 

Kết luận: Phương trình A: —j—- = — p = — ị-^ 


17 DỤ 6 

Trong không gian cho 2 dường thắng: 

j 2x - y - 2z - 9 = 0 
Ị X - 2y + 2z + 3 = 0 



a. Chứng minh rằng: d và d chéo nhau. Sau đó hãy 
tinh khoáng cách giữa d và d\ 

b. Giả sử A và B là 2 điếm di động trên d sao cho 
đoạn AB = 3. 

Giá sử c và D lả 2 điểm di dộng trẽn d' sao cho độ dời 
đoạn CD = 2. 

Chứng minh rang tứ diện ABCD luôn luôn có thê tích 
khổng dổi. Hãy tính lương khàng dổi do. 



LÓI <;iai 



b. V\,„-h = -AB.CD.h.sina 


6 


V. v' V . vl.cosa => cosa - —ị= 
1 > 1 1 Jkí 

[ 9~ Vwiĩ 

SI na - , 1 - —77 - — 

V 700 ioVt 


-3 


3 


V 


Ahcn 


! } 68 VÕÕT = 34 

6 >/691 l0>/7 



I) 


\7 /ự/ 7 

Trong không gian cho 3 điểm: A(0,1,0) 


13(2,2,2) 

C(-2,3,4) 


ỉ;à r/?o (tường thắng d: 


X 1 V + 2 z - 3 

~T “ 7" 2 
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ĩ) Hãy tim toạ độ điếm M của d sao cho AMl AB 
2) Hãy tim toạ độ điểm N của d sao cho V NABr = 3. 

LỜI GIẢI 

N 

, X — 1 y + 2 z-3 

d: ——- = £ -— = —— 

2-12 

1. Xét M(a, p, y) G d 

a -1 p + 2 y - 3 
=} ——— = r —— = 

2-12 

ÃM = (a,p-l,y)±ÃB = (2,1,2) 

<=> AM.AB = 0o2a + p- l + 2y = 0 
Ta có: 

7 

í 2at . p+ „ 2r : 1 „ . “'^,/5 -9 11 

o-l >Ê1 2 =I -3 « rTí'7'l 
12 -1 3 p = " 

11 

r 7 



2. Xét N(a, p, y) e d => 


a-l_p+2_X-3 
2 “ -1 " ~ 2 ~ 
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VsABr = ịs AI „,NH - 3 

o 

Nhận xét: 

S,VBC = 7p(p- a )(p-ĩ>)(p-c) 

Cí> 16S- = 2(aV + bV + cV) - (a 4 + b 4 + c 4 ) 

Ta có: 16S- = 2(21.24 + 24.9 + 9.21) - (21 2 + 24 2 + 81) = 720 
oS 2 = 45=>S = 3 -JE 


=> NH = 


9 9 3 

® ABC 3-JE V 5 


') Phương trình mặt phẳng (ABC): 


X y -1 z 
2 1 2 
-2 2 4 


= 0 


<=> -12v + 6z + 12 = 0 


o2y-z-2 = 0 


NH = 


2p - y - 2 




'3 

75 


«■ I 2P - y -2 I =3 
*) Ta có hệ: 

[|2p-y-2| = 3 

a-l_p+2y-3 
~2~ ~ ~ ~2~ 
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<=> 


‘2p - y = 5 

■a-ì p + 2 y-3 

.2 -12 
2p - Ỵ = -1 

< 0-1 _ p + 2 _ y 3 JJ 
.2 -1 2 


(I) o 


a = 2t + 1 
p = -t - 2 
y2t + 3 

2(-t - 2) = 2t + 3 + 5 


<=> 


t = -3 
a = -5 

P = 1 

ly = -3 


=> Nj (-5,1,-3) 


(II) 


a = 2t + 1 
p = -t + 1 
y — 2t + 3 

[2(-t-2)-(2t + 3) = -l 




1 2 
a = -2 

P = Y 

7 = 0 


N,| -2,^,0 


ví DỤ 8 

Trong không gian cho sAABC, ở đó C(3,2,3), đường cao 

ỵ_2 y_3 z — 3 

AH có phương trình: —— = 2—- = Z—Ẹvà phương trình 

1 1 

, , ầ X -1 y-4 z-3 

đường phân giác trong BM là: —— = -—= —— 

1 — ít 1 

Hãy tính độ dài các cạnh của AABC. 
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*) E e BM «. 


a - 4 p - 4 y-5 

1 ~ ~^2 = 1 

') CE=(a - 3, p - 2, y - 3) ± V = (1. -2. 1) 


» CE.V = 0 

«a-3-2(p-2) + (y-3) = 0 
oa-2p + y = 2 
Ta có: 


a - 2p + y = 2 
a-1 p - 4 y - 3 
1 -2 ~ 1 ~ 


o 


t = 1 
a = 2 
p - 2 
y = 4 


o E(2,2,4) => F(l,2,5) 

=> Phương trình AB s BF: 

X -1 y-2 z - 5 

Bước 3: Toạ độ (x, y, z) của A thoả mã n 

x-2_y-3_z~3 
” _ ~-2 


1 1 

X 1 _y 2_z õ 

cr ~ 2 ~ ~^ 2 ~ 

Bước 4: 


<=> 


X = 1 

y = 2 =>A(1,2,5) 

z = 5 


A (1,2,5) 
B (1,4,3) 
c (3,2,3 ) 


=> AB = BC = OA = 2 yÍ2 . 
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ví DỤ 9 

Trong không gian cho 2 mặt phang 
(p): X -2 = 0 
(Q): y -z - / = 0 

ỉlãy viết phương trinh mặt phang (Rì đi qua (-ly 2y 3) 
và vuông góc với cả 2 mặt phang (P) và (Q). 



x + 1 y-2 z-3 

0 1 -1=0 oy + z- 5 = 0 

1 0 0 


VÍ DỤ 10 

Trong không gian cho đường thẳng: 

J X - 3 _ y + 1 z + 1 
c k ■ k 4-1 “ 2k + 3 " rHk 

/. Chứng minh rằng đường thắng dk luôn luôn song 
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song với một mật phăng có định. 

2. Hãy tim k sao cho đường thang dk song song VỚI cà 
hai mặt phang sau: 

(P) : 6x - y - 2z - 13 = 0 

(Q) : X - y + 2z - 3 =0 

LỜI GIẢI 



đ, 


y +1 z +1 


=> V, = (k + 1, 2k + 3, 1 — k) 


k + 1 2k + 3 1 - k 

a) d k // (R), vk <=> v k 1 ri R , Vk <=> v k .ri H = 0, Vk 

<=> A(k + 1) + B(2k + 3) + C( 1 - k) = 0, Vk 
» (A + 2B - C)k + A + 3B + 0 = 0, Vk 


ÍA + 2B-C = 0 
[A + 3B + C = 0 


Chọn B = -2 


í A - c = 4 ÍA = 5 
|a + c = 6 C "|c = l 


=> n K = ( 5 ,- 2,1) 


=> Phương Irình mặt phăng (R): 5x - 2y + 7. = 0 
b) (P); 6x-y-2z- 13 = 0 =» rip = (6, -1,-2) 


90 



(Q): X V + 2z 


> 

• > 


0 


=> n,j(1, 1. 2) 


ị(l k //(]>) 
Ịci k //(CỈ) 




v k Lri,. 


v k lri (ỉ 


jv>,. «0 

|v k -ri Q - 0 


]6(k + l)-(2k + :i) 2(1 k)=0 

i(k + l)-(2k + 3)4 2(1 k) 0 

I k - 0 

<=> < , 

!k =0 


<=> k = 0 

. 1 . X - 3 y +1 z + 1 

<=> Phương trình đo: —— = —-— = —-— 

Ví DỤ 11 

Trong không gian cho 2 đường tháng: 

- [2x + y + 1 = 0 

d,: ị 

Ịx-y + z-l=0 

. Í3x + y-z + 3 = 0 

d 2 : 4 

[2x-y + -l = 0 

a) Chứng mmh rang dỊ và d 2 cắt nhau. Sau đó hãy 
tim tọa độ giao điếm I của dj và d u 

b) Hãy lập phương trình mặt phang (P) đi qua dị và dj . 

c) Hãy tính thê tích phần không gian giới hạn tới mặt 
phang (P) và các mặt phang tọa độ. 
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LỜI GIẢI 


2x + y + 1 = 0 

di! _ 

|x - y + z - 1 = 0 

X y + 1 z 

<=> ^ = = —- 

1 -2 - 3 

(M^o, -1, 0), 

Vj = (1, -2, -3)) 

(3x +y-z+3=0 
d,: _ „ 

2x - y + -1 = 0 

x + 1 y + 1 Z + 1 
—— = = 


A(-2. 0. 0) 


X(0, 0, 2) 


B(0. -1. 2) 


-1, -1), v 2 = (l, 2, 3)) 
1 0 1 

1. Xét D= 1 -2 -3=0 
1 2 5 


=> dj, d 2 đồng phẳng 

Vị không song song v 2 
=> cắt d 2 

Tọa độ (x, y, z) của I thỏa mã n hệ 


1 

X = - — 
2 


X _ y +1 _ z X-- 

. Jy = 0 

X +1 y +1 _ z +1 

12 5 z = ^ 


Ỉ.O.! 
2 2 
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2 Phương trình mặt phảng (P). 

X y + 1 z 

1 - 2 - 3 = -4x 8y + 4z - 8 = 0 <=>x + 2y-z + 2 = 0 

1 2 5 

3 V OAIK . = ịoc. S 0AB = ị OA.OB.OC 

3 6 

= 1 2 . ] . 2 = f (dvdt) 
o 3 

VÍ DỤ 12 

Cho A(l, 2, 1), B(2, 1, 3) và 

X = 1 + u - V 

(P) <y = -1 + v + u (u , V e R) 
z = 1 + u + 2v 

1) Lập phương trình mặt phảng (Q) đi qua A, B và 1 (P). 

2) Viêt phương trình chính tắc của giao tuyến A của 
(P)và(Q). 

3) Gọi K là điểm đôi xứng của A qua mặt phẩng (P). 
Tìm tọa độ K. 

LỜI GIẢI 

1. Ta có (P) đi qua M(l,-1, 1) và// Vj(l, 1, 1), v 2 (-l, 1, 2) 

X - 1 y + 1 Z-1 

Do đó phương trình (P): 1 1 1=0 

-1 1 2 

<=> X - 3 y + 2z - 6 = 0 
n p — (L -3, 2) 
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A, B € (Q) ro AB = (1, -1, 2) //(Q) 
(Q) 1 (P) co n = (1. -3. 2) //(Q) 


Phương trình (Q): 


X - 1 y - 2 z - 
1 -1 2 

1 -3 2 


= 0 


co 2x - z - 1 = 0 

Ị X - 3v + 2z — 1 

2. Phương trình \: 

2x - z -1 - 0 


X - 4 y - 4 z 7 
co --- = = —- 

3 5 6 


3 Gợi H (x 0f V,,. z,>). 


H € (P) co x„ - 3y„ + 2z„ -6 = 0 (1) 

AH = (x 0 - 1, Vo - 2. Z(J - 1) // ri ị. = (1, -3, 2) 


co 


X.. li = Vo - g z„ -1 
1 - 3 ~ 2 


Giải (1) và (2) 


H: 


X 


0 


Vu 


23 

14 

_1_ 

14 


z 


0 




=0 K 


'16 13 23 

r~ 

/ / / ; 
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ví nụ 13 

f [ 2x + 3y - 1 0 

Cho A (ĩ, 2, 1), B(7, 2, 3) vờ cl 

[y + z - 1 -- 0 

/./ Chứng minh rủng đường thăng AB vờ (ỉ đổng 
phăng. 

2) Tìm toa độ giao đi ếm ỉ ( vua d VỚI mặt phang trung 
trực vua AB. 

3) Hãy tim điểm I trên (i sao cho chu VI tam giác IAB 
ỉa bẽ nhát. 


LỞI GIẢI 



AB = (3.-2,2)1 (P). 

Do dỏ phương trình của mặt phảng (P): 

3(x \) - 2y + 2(7. - 1) = 0 » 3x - 2y + 2z 14 = 0 

Toa độ (x, y. /.) của I ( , thỏa mã n hộ: 

Ị X - 2 V z 1 x = 2 

3 22 ~ <^> Ị V : 0 => I„(2. 0. I) 

2x 2y + 2z - 1 I - 0 IX 1 

3 +) (ìọi Aị la (lỏi xứng với A qua (ỉ 
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của d và A,B. Vậy 

min chu vi tam giác IAB = AB + A,B và đạt được 
olsl, (I, là trung điểm A,B) 

+) Ta chứng minh: I, = I 0 (2, 0, 4) 

Ta có: I,A = I,A, = I,B => I,A = I,B => p e (P) 

mà 1| 6 d => lị slo => 1,(2, 0, 4) 

VÍ DỤ 14 

Cho A(0, 0, -3), B(2, 0, -1) và (P): 3x - 8y + 7z = 0 
1) Tìm tọa độ giao điểm I của đường thẳng AB và ( P). 
2) Tỉm tọa độ c e (P) sao cho AABC đểu. 

LỜI GIẢI 

1 . ÃB = (2, 0, 2) = 2(1,0, 1) 

Phương trình đưòng thảng AB: 

x-0 y- 0 _ z + 3 X y _ 7 . + 3 
2 = 0 ~ -1+3 ° 2 " 0 - 2 

Tọa độ (x, y, z) của I thỏa mã n hệ 
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3x -- 8y 4- 7z - 1 - 0 
2y = 0 
Ị 2x - 2z = 6 


^líụ.o, 

1 5 


_4 ' 
5 , 


2 

Gọi C(x () , y„. z„) 


+) 

c e (P) <=> 3x 0 

8y„ + / Z(| 


í 

\ ABC đều cz> ] 

AB = AC L 

+) 

AB = BC 


x;+y;+(z,,+3) -8 
4x„ + 4z 0 +4=0 


xị+yị + (z„+3)-' =8 
(x - 2)' + V■, + (z„ + l)‘ 8 


Ta có hệ: 


X,- + yf, + ( z 0 +3) -8 
3x„ -8y 0 +7z„ -1 = 0 


c=> 


x u + z tì +1 =0 


z n = -x„ -1 


y 0 =- 


ít-1 


xịỊ + y'ị + (z„ + 3f = 8 


<=> x 0 + 


'x, 


2 


+ 1 




(2-xj 


8 <=>^-x'ị -3x„ - 3 = 0 

4 




X , = 2 

A Ul ** 




2 


3 


Vậy c,( 2 , -2, -3) và C 2 


-2 _-2 -lì 
3 ’ 3 ’ 3 


vi I)Ụ 15 

Cho A<1. 2, 3), B<4, 4. 5) và (P) =(xOy): z = 0 


7-clidhhh 
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ì) Tim tọa độ M £ (P) sao cho (MA + MBì nho nhất. 
2ì Tiìĩi tọa cĩọ F £ ịP) sao cho /PA FB lớn ìĩhcit. 

LỜI GIẢI 


A(l, 2, 3), B(4. 4, 5) 

(P) * (xOy): z = 0 

■) Nhận xét: A, B € nửa không gian cùng dấu => A và 
B nằm cùng phía đối với mặt phẩng (P). 



là giao điểm của A,B với ' 

mặt phăng (P). 

Kết luận: min(MA + MB) = A,B và dạt dược c? M sM 0 
Nhận xét: A(l, 2, 3) 

=> A,(l, 2, -3) 

=> Phương trình dường thẳng: 

X - 1 _y-2_z + 3 
3 2 = ~8~ 
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Tọa độ (x, y, z) cưa M (i 
thoa mả n hệ: 

Ịz = o 

I z - 1 y - 2 _ z + 3 

! ~T~ = 2 ~ ~8~ 


<y 


z = 0 



17 n 
8 ’ 4 


*) I FA - FBI < AB 
"=" <=> F = F 0 : là giao điểm Ị 
của AB với mặt phẳng (P). 

Kết luận: r\ 

inaxl FA FB| và đạt được 

» F = F 0 

*) Phương trình dường thẳng AB: 



X - 1 y - 2 _ z - 3 


Tọa độ (x. y, z) của F„ thỏa mã n hệ: 



/ 

2 
-1 
0 

„ ( 7 „ ^ 

=>F 0 ^.1,0 

V - 7 

V7 DỢ /6* 

Cho A(3, 1, 0), B(-9, 4, 9) vờ (P): 2x-y + z+ 1 = 0 
Tim tọa độ M e (P) sao cho /MA - MB ! lớn nhát. 

LỜI GIẢI 

(P): 2x - y + z + 1 = 0 
Nhận xét: 

A(3, 1, 0) € nửa không gian dương 
B(-9, 4, 9) 6 nửa không gian âm 
=> A, B nằm khác phía đối VỚI mật phẳng (P) 



A 
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*) Ta gọi A, là cỉiếm dôi Xúng rủa A qua mặt phảng (P). 

> MA = MA, ro MA MBÍ = I MA, MBl < A,B 
"=" co M = M„: lá giao (liêm của A,B và mặt phảng (P). 
Kí't luận: maxlMA - MBỈ = A|B và đạt (.lược 
co M s Mó 
*) Gọi H(x„. y„, z„) 

*) H e (P) co 2x„ - y„ + z„ +1=0 

*) AH = (x„ - 3, y„ - 1, z„) // ri ị, = (2, -1 , 1 ) 


2 1 1 
Ta có hệ: 

K zA - - v " li ... h 

2 -11 

2x„ - y 0 + z„ +1=0 


cz> 


t = -1 
Xo = 1 
V „ = 2 
, Z 0 1 


c=> H(l, 2, -1) 

-> Aj(- 1. 3, -2) 

*) Phương trình A, B: = ~ 

8 -1 -11 


Tọa độ (X. \\ z) của M„ thoa mã n hệ 
ị X + 9 y -4 z 9 

2x y + z 4 1 = 0 
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t = 2 
X = 7 


<=> 


y = 2 
z = -13 


=> M 0 (7, 2,-13) 


VÍ DỤ 17 

Cho A(ĩ, -3, 0), B(5, -ỉ, -2) và (P): X + y + 2 - 0 
Tim tọa độ M € (P) sao cho /MA - MB / lớn nhất. 

LỜI GIẢI 

(P): X + y + z - 1 =0 :=> ri p = (1 , 1 , 1) 

Nhận xét: 

A(l, -3, 0) e nửa không gian âm 

B(5, -1,-2) € nửa khồng gian dương 

=> A, B nằm khác phía đôi vối mặt phảng (P) 

*) Ta gọi Aj là điểm đôi xứng của A qua mặt phang (1P). 
=> MA = MA=1 => iMA-MBl = |MA 1 -MBl < A,B 
"=" <=> M = M 0 : là giao điểm của AjB và mặt phẳng ((P) 
Kết luận : max I MA - MBl = AjB và đạt được 
<=> M = M 0 
*) Gọi H(x 0 , y 0 , z 0 ) 

+) H G p o x 0 + y 0 + z 0 - 1 =0 

+) AH = (Xo - 1, Vo + 3, zo)// ri ịP) (1, 1, 1) 

« x 0 ~ l s .Vụ ^3 = Z 0 

1 " 1 r 1 
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Ta có hộ 

Ị x„ 1 v ư 4 3 7 . 

í " 1 = 1 

Ị x 0 4- y 4 z n = 0 

=> H(2, -2, ]) 

=> Aj(3. -1. 2) 

*) Phương trình A| 

X - 3 _ y 4 1 _ z - 2 A 

2 ” 0 ” -4 

Tọa dộ (x, y, z) của Mn thỏa mã n hệ 
X - 3 y 4 1 z - 2 

I 2 ” 0 ” -4 

Ị X 4 y 4 z - 1 = 0 

t=f 

2 

c=> X = 6 

y = -l 
z = -4 

=> M 0 (6. -1, -4) 

BÀI TOÁN TÌM HÌNH CHIẾU CỦA MỘT ĐƯỜNG THANG 
LẼN MỘT MĂT PHANG 

Cho đường thẳng d khổng vuông góc với mặt phảng (P). 
Tim hình chiêu d' của mặt phang d lẽn mặt phẳng (P). 
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Trường hợpl. dường thảng d dược cho bởi phương 
trình chính tác . 

vi DỤ 18 

Trong không gian cho đường thẳng d: 

I = ^ = ^(M(0,4,-1)iv = (4,3,-2)) 

Cho mặt phắng (P): 

X “ y + 3z + 8 = 0 => rip = (1, -1, 3) 

Hãy viết phương trinh hình chiếu d' của đường thẳng d 
trên mặt phang (P). 

LỜI GIẢI 

Ta có: 
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Kết lu an: 


Phương trinh hình chiêu d' 


J X - y + 3z 4- 8 = 0 
! X - 2y -z + 7 0 


17 DỤ 19 


Cho đường thăng d. 


X 4 1 y - 1 z -8 
1 2 ~ -2 


t’ờ mặ/ phăng (P): 2x “ 2y + z - 3 = 0 

a. Hãy tim giao điếm A cứa đường thăng d và mật 
phăng (P). 

h. Hãy viết phương trinh hỉnh chiếu d' của đường 
ĩ hãng d lên mặt phăng (P). 

r. Hãy tinh góc giữa đưitng thắng d và mặt phang (P). 

d. Lấy một điểm B cò định trẽn đường thắng d sao cho 
AB = a cho trước. 


Giấ sứ M là một điếm di dộng trên (P). Hãy tim giá 
trị lớn nhát của biểu thức: 


AB 4 - AM 


BM 


LỜI GIAI 

a) Toạ dộ (x. y, z) của A thoả mã n hệ: 

I X 4- 1 y - 1 V. - 3 ^ 

T~ 2~ ~Y 

2x 2y 4- z - 3 - 0 
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t = -1 

X — —2 

<-} ị A(-2, -1,5) 

V = -1 

z = 5 

b) (Q) 1 (P) » rip// (Q) 

=> Phương trình mặt phang (Q) 

X 4-1 y - 1 z - 3 
1 2 -2 =0 
2 -2 1 

<=> 2x + 5y + 6z - 21 = 0 

=> Phương trình hình chiêu d': 

12x - 2y + z - 3 = 0 
Ị2x + 5y+ 6z-21 = 0 

c) cos (v,hp) = 

v.rip _ 2-4-2 _ 4 

|v|.ịrip| ~ Võl) ~ 9 

=^> sin (p = sin 

AB + AM sin y + sin B 

d) ———— =- — - 

BM sina 
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a ọ 

sin sin 

2 2 


=> 


AB + AM 

Um” 


< 


1 


sin 


Ọ 

9 


Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi 



í (? ' y ì 

cos 


l 2 J 

a = 

Y 


1 


c=> 


[p = Y 
M € đ’ 


c=> 


Kết luận: Mcix 


\ e d' 
AM = a 

'AB + AM ì 
k BM 


Trường hợp 2: 

Đường thảng cỉ được 
cho hỏi phương trình tổng 
(I u á t. 

Ta nhắc lại về chùm mặt phảng 
Định nghĩa: 


1 
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Trong không gian cho đường thảng d. lỉọ tát ca cae mật 
phang cùng di qua d dược gọi là chùm mặt phang góc tỉ. 
Định ly: 


v 1 

Cho đường thăng d: 


Ax + By + Cz + D = 0 
A,x + B,y + c, z + I), - 0 


Khi dó: Mặt phảng (P) e chùm mặt phảng góc cl 
o Phương trình mặt phang (P): 
ct(Ax + By +0z + D) + P(A}X + BjV + c[z + Dị) — 0 
(cr + p- > 0) 


VÍ DỤ 20 

Trong không gian cho đường thắng d: 

|2x + y+ z+ 1 = 0 
ị X + 2 y - z - 3 = 0 

và cho mặt phang (Pj: X - y + z + 10 = 0. 

Hãy lập phương trình hình chiếu cỉ' của đường thăng 
d lẽn mặt phang (P). 

LỜI GIẢI 

Bước ĩ: (Q) e d « (Q) e chùm mặt phảng gôc d 
<=> Phương trình mật phảng (Q): 
a(2x + y + z + 1) + P(x + 2y - z - 3) = 0 (cr + p J > 0) 
<=> Phương trình mặt ])hẳng (Q): 

(2a + [V)x + (a + 2p)y + (a - P)z + (a - 3P) = 0 
=? ii q =(2a + p, a + 2[.h ct - P) 
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Bước 2: 

(P) 1 (Q) =ấ n v l ri tỉ co ri ị, ri g = 0 
co (2cx + p) - (a + 2-P) + (ơ |ỉ) = 0 



co a = p 

Cho a = 1 => p = 1 o> mặt phảng (Q): 
3x + 3y - 2 = 0 

=0 Phương trình hình chiêu cỉ': 

Jx - y + z +10 - 0 
[3x-f 3y-2 = 0 

VÍ I)Ụ 21 

Trong không gian cho dường thẳng d: 

(2x - y - 2z - 3 = 0 
[2x - 2y -3z - 17 0 

va mặt phang (p): X 2y + 2 3 = 0 


LỜI C.ÍÀÌ 


12x - y - 2z - 3 = 0 
Ị2x~2y -3z -17=0 

(P): X - 2y + z - 3 = 0 => ri,, =(1,-2,1) 

*) Mặt phảng (Q) đi qua d » mặt phang (Q) thuộc 
chùm mặt phảng góc d 

<=> Phương trình mặt phảng (Q): 

a(2x - y -2z - 3) + P(2x - 2y - 3z - 17) = 0(cr + p 2 > 0) 

o Phương trình mặt phang (Q): 

2(a + P)x - (a + 2P)y - (2a + 3P)z - (3a + 17p) = 0 
=> n„=(2a + 2P,-a-2p, 2a + 3p) 

*) (P) 1 (Q) => rip± riq <=> rip hq = 0 

o 2a + 2P + 2a + 4p + 2a + 3P = 0 

c=> 2a + 3p = 0 
Cho a = 3 => p = -2 
=> mặt phảng Q: 2x + y + 15 = 0 
Kết luận: Phương trình hình chiêu d': 
íx-2y + z-3 = 0 
[2x + y + 25 = 0 

VÍ DỤ 22 

Trong không gian cho đường thăng d m : 
íx - my + z - m = 0 
|mx + y-mz-1 = 0 

L Hãy viết phương trình hình chiếu d' M của d,Jèn 
mật phang (xOỵ). 
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2. Chứng minh răng khi m thay đổi thỉ hình chiêu 
(ỉ ni luôn luôn tiếp xúc vớỉ một đường tròn cô định của mặt 
phỗng (xOy). 


LỜI (ỈIẢI 


Ta có: d m : 


Ị X my + z m 0 
imx + y I11Z--1. = 0 


(P) = xOy: z = 0 => ri ị. = (0. 0, 1 ) 

1 *) Mặt phang (Q) đi qua d m « mặt phảng (Q) thuộc 
chùm mặt phang gốc d ln . 

c=> Phương trình mặt phang (Q): 
a(x - my + z - m) + p(mx + y mz - 1) = 0 (or + P“> 0) 
Phương trình mặt phảng (Q): 

(a + mP)x + (p - ma)y + (a - mP)z - (ma + P) = 0 
IZ> n Q = (a + mp. p - ma, a - mP) 

*) (P) 1 (Q) <=> ri _L ri Q = 0 c=> a - mp = 0 


Cho p = 1 ==> a = m 
=> Phương trình mặt phảng (Q); 
2mx + (1 - m 2 )y - (1 + nr) = 0 
Kết luận: 

Phương trình hình chiếu: 

Ịz = 0 

2inx + (l m ) (l + m") = 0 

2. Xét trong mặt phăng (xOy) 
d' m : 2mx + (1 m~)y = 1 + m 


c 





ị 2m ' 

ị 1 - m 

V i 1 

[] 4 m i 

x , 

1 1 4 nr 


V 1 


<=> x.cosa + y.sina = 1 
Xét đường tròn C: X + y' J = 1 c 
Ta có: 

1 


( 0 ( 0 , 0 ), 1 ) 


OH = 


= 1 


Vcos 1 a 4 sỉĩr a 
d’,,, luồn tiếp xúc với (C), Vm. 

Cách suy nghĩ ra đường tròn C: 

Xét đường tròn c = (ỉ(a, b), R) 
d’ m tiếp xúc vói c, Vm <=> IH = R, Vm 

la.cosa 4- bsina - 11 


o 


Vcos ’ a 4 sin " a 


= R. Va 
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ĐƯƠNG VUỎNG GÓC CHUNG CỦA HAI ĐƯỜNG THẮNG CHÉO NHAU 



Trong không gian cho 2 đường thắng chéo nhau 

d • x ~ 2 - y 1 1 = ĩ_ 
x ' 1 -1 2 



X _ y - 3 _ z - 1 

^2" 0 r 


Hãy lập phương trình đường vuông góc chung A của 

d Ị và CỈ.J. 


LỜI GIẢI 


Ta có: 

d,: V, = (1,-1,2),Mị (2,1,0) 
d 2 : v 2 = (-2,0,l),M 2 (0,3,1) 


ũ =[v,,vj 



Xét 



-1 2 


2 1 


1 -1 

\ 

V 

0 1 

» 

1 -2 

> 

-2 0 

y 


= (-1-5-2), 


voctơ này song song với ú = (1,5,2) là vectơ chỉ phương 
của A. 


*) Phương trình mặt phăng (P): 


&ÒLTEHHH 
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= 0 » 2x - z I = 0 


X - 2 y 1 7. 

1 -12 
1 5 2 


*) Phương trình mặt phang (Q): 


X 


y - 3 /. 1 


-2 0 

1 5 


1 


9 


= 0 o X •- y + 2z + 1 = 0 


Kết luận : Phương trình dường vuông góc chung A: 

|2x - z - 4 = 0 
IX - V + 2z +1 = 0 


Vi DỤ 24 



d .: x - * v “ 1 2-5 

( õ ~ - 2 " ~3~ 

Hãy tìm toạ độ A, B của đường vuông góc chung AB 
của dj và CỈJ. 


LỜI GIẢI 



B(x ,. V .. ■/. ,) 


1 1 1 



Ta có: 

*)A < dị 

, , %_I V: *. I I 

1 0 ] 

*) B e (1. 

X, y.,-4 z_. 5 

<=> = —--- - --- 

0 -2 3 

*) AB(x, -XpV., Vj,z._, - Z|) ± V, (1,0,1) 

o AB.V = 0 

<=> x 2 - Xị + z 2 - Zj = 0 

o Xj + Z| = X, + z 2 

*) AÌUv 

<=> AB.V = 0 

-2(y 2 - Vị) + 3(Zj - Zj) = 0 

<=> 2y 1 - 3zj = 2y, - 3z 2 

Vậy ta có hệ: 

X, -1 y, z, +5 

1 0 1 1 

X y , - 1 z, - 5 

\~0~~ -2 ~r"" 

X, + Zj X , + z 

2y J - 3z, 2y -3z. 
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1 


1 


c=> 


y, =0 

z J = t J - 5 

X 2 = 0 

y, = 4-2t, 
z 2 = 3t , 4- 5 


tj 4 - 1 -4- t J — 5 — 3t ,, 4-5 

-3(t, -5)=2(4-2t,_)-3(3t, + 5 ) 


X 1 

— t J 4- 1 


= 3 

y, 

= 0 

tj = 

= -l 

Z 1 

= t J - 5 

X 1 : 

= 4 

x 2 

= 0 

y, : 

= 0 


c=> < 



y 2 

= -2t 2 4-4 

z t = 

= -2 

z. 

= 3t., 4- 5 

X, 

= 0 

2t, 

- 3t 2 = 9 

y 2 : 

= 6 

3t, 

- 13t 2 =22 

, z 3 : 

= 2 

A(4,0,-2) 



B(0,6,2) 




Chú ý: Các bài toán liên quan đến đường vuông góc 
chung của 2 dường chéo nhau thông thường đêu đòi hỏi cả 
2 đường thẳng đó đều cho bởi phương trình dạng chính tác. 
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§2. HÌNH CHÓP 



c 


2. Định lý: 

V ABCD = ^AB.CD.h.sin(AB, CD) 

6 A 

D 

c 

ví DỤ 1 

Cho hình chóp tứ giác đều SABCD có đáy ABCD là 
hỉnh vuông cạnh a. Mặt hên tạo với mặt đáy góc 60°. Giả 
sứ mặt phẳng (P) đi qua AB và tạo với mặt đáy của hình 
chóp góc 30°. Giả sử mặt phang (P) cắt cạnh sc tại M và 
cất cạnh SD tại N. 

a) Hãy tính SABMN theo a. 

h) Hãy tính Vsahmn theo a. 
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LỞI(HAI 



a).*) Gọi EF là đường trung bình của hình vuông ABCD. 

+ ) AB^L (SEF) => SEF là góc phảng nhị diện cạnh AB. 

=> SEF = 60° 1 

r => A SEF đêu, cạnh bằng a 
A SEF cân J 

+) AB 1 (SEF) => IEF = 30°, trong đó I = (P) n SF 
=> EI là phán giác trong của A SEF => 1 là trung điểm SF. 
+) AB // CD => AB // (SCD) 

^ MN 11 AB " CD ị => MN là đường trung binh 
SI = IF J củaASCD 

=> MN = ịcD = - 

2 2 

Kết luận. S ABMN = ị EỈ(AB + MN) = ị a +Ị = ibậill 

2 2 2 8 
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. V J or c 1 a a-v/3.a _ Vã.a ’ 

*' *> \ I; \1 \’-~ 1. O \ I ’\| \ — “ — -- 

9 3 9 R 


VÍ DỤ 2 

Cho hỉnh chóp tứ giác đếu SABCD. Đường cao SH. 
Mặt phỏng (x) di quơ vờ vuông góc sc. Gici sứ mặt phảng 

(x) rắt SH tại HI mờ - —7- — và cắt cạnh bên SB, sc, SD 

SH 3 

lẩn lượt tại B\ c\ D' . 

1. Hãy tính ti SỐ -MHL 

s 

0 AHCI> 

2. Cho biết cạnh đáy cua hình chóp = a. Tính Vsaiìcd 

LỜI GIẢI 

1 . Gọi At = (oc) n (ABCD) 

sc 1 (X) =* sc 1 At 

At 1 đường xiên sc -> At 1 hình chiếu CẤỊ 

Bỉ) 1 CA J 

=> BD // At => BD // (X) BI) // B'D' 
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=> 


B' D' SH, 1 


1 


-r>B'D'--BD = 


a-s/2 


') Aơ 


BD “ SH 3 3 

AC.SH _ VLi.h 


3 


2 ah 


sc 


Íh ’ + T 


y/ỉh 7 


(SH = h) 


+ a 


k ) 


BD1SHỊ 

BDiAcí 


=> 


BDl(SAC) 


- => 


BDlAC' 
B' D7/BD 


=5 B' D' lAC' 


=>S ABT . D .= |aC\B'D' 

1 aV2 2ah V2a"h 

2 3 y/2h 2 + a 2 3V2h" + a" 

Sạbcd _ V2.h 

®ABCD 3^2h 2 + a 

2. Ta kẻ HK 1 sc 

=> HK là đưòng trung bình của A ACC' 

=>HK=ịAC’ 

2 

Xét ASHK: 

H,C’ SH, 1 
HK “ SH 3 

=> H 1 C'=ịHK = ịAC’ 

3 6 

Ta có tam giác vuông AHH, đồng dạng với tam giácC 
vuông ACC. Do đó 
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AH AH, 

Aữ AC 

ÌAC- = |aC- => AC 

2 6 


6a J _ aVãỡ 

=> Al — 


2 


5 


ss* AH, = — AC' = - v; 


6 


5 


=> IIH = AH - AU 


5a ■ a ■ a' 
~cT T = ~3~ 


=s> AH, = 


ịV| 

3 


V c u - u u — ^^/3 'dyís 

V- SH = — H H , = -. — 7 — = — — 
9 9 Q 

ỏ KJ 


■v/õ.a 1 _ a 2 1/15 


, _ aVÕ 
=> h = —— 
2 2 


=> s. 


Aivrn 


vf aS+a ' 


15 


sơ 2 = SH'j- H,C ' 2 
aV2Õ 


íaVY 


avYT 

l 6 ) 


L 30 J 


a 2 a 2 a 2 
12 ~3Õ = 20 


=> SC’ = 


20 


v _ ly cn> - 1 a YĨ5 a-v/ãõ a'-v/3 

3 3 15 20 90 


VỈ nụ 3 

Trong không gian cho hỉnh chóp tứ giác đều SABCD 
biết rằng S(3, 2, 4); B( 1,2,3); D(3,0,3). 

ĩ. Hãy lập phương trình đường vuông góc chung của 2 
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đường thắng AC và SD. 

2. Gọi I là tâm mặt cấu ngoại tiếp hình chóp SABCỈ). 
Hãy lập phương trinh mật phong (P) đi qua Bỉ và song 
song với AC. 

3. Gọi H là trung điếm cạnh BD; G lờ trực tâm tam 
giác SCD. Hãy tính độ dài đoạn HG. 


LỜI GIẢI 



. ; x-3 y-0 z-3 

*) Phương trình SD: —" = — = — Ị— 

=> ủ = (0,2,1) 

K nằm trên SD: = ——— 

0 2 1 


KH = (Xo - 2, y () - 1 , Z(J - 3) 1 u = (0,2,1) 
=> 2(y 0 - 1) + z 0 -3 = 0 
<^> 2y 0 4 - Zq = 5 




1 


Ta có hệ: : 


X -3 V z -3 

0 I 1 

2y„+z, 5 


<=> 


C-> 


c^> 


<=> 


X = 3 
2 

t =-=■ 
5 


1 



z 


0 


Ị_7 

5 


K 



4 1?! 

5 5 


Phương trình HK: 


X - 2 y - 1 z - 3 
_____ _ __ - 2 
5 5 


X - 2 y 1 z - 3 
5 -1 ~ 2 


2 . c/iú ý: 

1 ) Nếu một đa diện nội tiếp trong một mặt cầu thì 
mỗi mặt của đa diện đó buộc phải là 1 đa giác nội tiếp. 
Ngoài ra hình chiếu của tâm cầu lên một mặt của da diện 
chính là tâm đường tròn ngoại tiếp mặt dó. 

Từ tính chất trên ta dựng tám cầu ngoại tiếp 1 khôi 
đa diện như sau: 

Bl: Chọn ra 2 mặt thích hợp và xác định tâm dường 
tròn ngoại tiếp của mỗi mặt đó. 

B2: Từ tâm đường tròn ngoại tiếp ta dựng đường 
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vuông góc với mặt tương ứng. 

B3: Xác định giao của 2 đương vuông góc nói tròn. 
Giao diêm CỈÓ chính là tám cầu ngoại tiếp đa diện. 

2) Tâm cầu ngoại tiếp 1 khôi đa diện thì nằm tron 
mặt phẩng trung trực của một cạnh bất kỳ của đa diện đó. 

Từ dó ta có phương pháp 2 để xác dịnh tâm cầu ngoại 
tiếp đa diện như sau: 

Bl: Chọn ra 1 mặt thích hợp và dựng đường vuông 
góc với mặt đó tại tám đường tròn ngoại tiếp của nó. 

B2: Chọn ra một cạnh thích hợp và dựng mặt phảng 
trung trực của cạnh đó. 

B3: Giao điểm của đường vuông góc với mặt trung 
trực chính là tâm cầu cần tìm. 

Ta có tam giác vuông SEI đồng dạng với tam giác 
vuông SHD 


SE _ SH _ 73 
SI “ SD ~ Vs 


73 

SI = 5 
^ SH ~ 6 


75.75 

273 


5 

273 


SỊ_ = Ỗ 

SH 6 


<=> 


SI = ậsH 
6 


'5 _ 5 5' 

, 6 ’ 6 ’ 6 , 


S(3,2.4) 
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I 6 ’ 6 ’ 6 J 

—- ( 7 5 1' 

==> HI - TT' “ 77 ’ 77 H v=(7, -5, 1) vectơ chỉ phương 
V 6 6 6; 

uúa mặt phang (P). 

Phương trình mặt phang (SBD): 

X - 1 y - 2 z - 3 
2 0 1=0 

2 -2 0 

<=> X + y - 2z + 3 = 0 

=> h = (1,1,-2) 

Ta có AC 1 (SBD) => AC//n [=> ri// (P) 

AC//(P) 



*) SH 1 (HCD) 


=, CD1(SHG) = CDiHG =, HGl(SCD) 

SG1CDJ j 

Tương tự sc 1 HG 

*) Xét tam giác vuông SHSj! 
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1 


1 1 ' 

TŨT 7 HS- 4 HS; 


1 1,1 

Xót tam giác vuông CHI): 4 fị[j 

1 1 1 1 _1Ạ-Í 

’ HCĨ 7 ~ SH J 4 HC' + HD' 3 2 3 


=> HG = 


Ỉ = V3 


2 


VÍ DỤ 4 

Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là lùnh chữ 
nhật, AB = 2a, BC = a. Biết rằng các cạnh hên của hình 

chóp bằng nhau và băng aj2. 

1) Hãy tính VsAiicn theo a. 

2 ) Gọi M, N lần lượt là trung điểm các cạnh AB và 

CD. Gọi K là điếm trên cạnh AD sao cho AK = —. 

Hãy tính khoáng cách giữa hai đường thẳng MN và 
SK theo a. 

LỜI GIẢI 

1. Ta có: SA = SB = sc - SD 
^ Hình chiếu H là tâm của 
hình chữ nhật ABCD 

BD = Vã 7 + la = aV5 


lỉ M A 




HI) = 


a yfE 



1 26 



SH = Vsĩ) III) 



Kr/ luận : V SU!n , = ~SH.S A1 ,.„ 

«) 



2) Nhận xét: Khoáng cách giữa hai dường thảng chéo 
nhau a và 1) chính là khoảng cách từ một điểm M của 
‘luông thăng a đôn mặt phang (p) di qua b mà song song 
với a . 


r lọi ỉ là t rung điểm AD 

■■■> HI // =4aB 

2 

ÍHI1AD 
[HI = a 


li 



AI) là hình chiếu cùa HI AD Ấ dưòng xiên SI 
:> AD i (SUI) 


Trong \ SHI ta kẽ HH, i SI Ị 

HH, 1 AI lí 


=> HII, 1 (SAI)) 


‘Vật khác la có MN // AI) =3 MN // (SAI)) 

I III, là khoảng cách giữa hai dường chéo nhau MN và SK. 
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Xét tam giác vuông SHI: 

1 1 14 17 

HĨĨf ” HS 1 + hF ~ 3ỈV + ĩr 7 " 3^ 

^ HH; =^1=>hh, 

'7 '7 

vi /)Ợ 5 

Trong mật phắng (P) cho hỉnh vuông ABCD có cạnh 
bằng a. Trên đường vuông góc với mặt phang (P) tại A ta 
lấy một điếm s. 

ĩ) Cho SA = 2a. Hày tính bán kính mật cầu ngoại tiếp 
hình chóp SABCD theo a. 

2) Giả sử M, N lẩn lượt là 2 điểm đi động trên các 
cạnh CB, CD. Đặt CM = ra, CN = n. Hãy tim một biếu 
thức liên hệ giữa m và n sao cho các mật phăng (SAM) và 
mật phắng (SAN) tạo với nhau một góc 45°. 


LỜI GIẢI 

s 



1 *) Từ H ta dựng Hx H SA 

Gọi E là trung điểm của SA. Kẻ EI // AC (I € Hx) 
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Khi do ỉ là tám cảu ngoại ticp hình chóp SABCI). 

*) K = IA = ýlH' + HA = Jã ; + y = 

2 XĨA\ là góc phảng nhị diộn với 2 mật hên là (SAM), 
(SAN) MAN = 45" co Aj 4- A = 15" co tg (Ảj + Ả ,) = 1 

tgÂ, -4- tgẢ_, _ 

1 - tgẢ^tgẢ., ~ 

n ~ n a - m , a-na-m 
a a a a 

o. __ (a-mXa-n) 

a 

co a(m + n) = (a - m)(a - n) + a 2 

VÍ DỤ 6 

Cho hình chóp SABCD có ABCD là hình vuông cạnh a. 

SA Ấ (ABCD), SA =a>/2 . Già sửM lờ ĩ điếm đi động trên AD. 
Oặt ACM = X. Kẻ SN 1 CM. 

ci) Hãy tim quỹ tích điếm N. 
h) Hãy tính thế tích tứ diện SACN theo a ưà X. 
c) Kẻ AH 1 se, AK1SN. Chứng minh rằng se 1 (AHK). 
Sau đó háy tính độ dài HK theo a và oe. 


s LỜI GIẢI 



&Ù.TĐHHH 
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a) dường xiên SN CN 1 hình chiêu AN 
ANC = 1V 

=> N € dưòng tròn dường kính AC của mạt phang 
(ABCD). 

Giới hạn quỹ tích: 

M 3 A =>NsA 
M = D => N> I) 


Vậy quỹ tích N là cung AI) của dường tròn dường 
kính AC của mặt phang (ABCD). 

b) Ta có: 


V, ANT = ị.SA. S ANT = ị.SA.AN.NC 
‘ 3 6 


1 ~ £7 _ /77 .-I_/õ_í*V2.sin2a 

= — .av2.av2.sma.av2.cosa = —-—-- 

6 6 


c) CN 1 (SAN) 




^Ịakksnc, 

SNlAKị 


SC1KH 


AK1SC 
^ AH1SC 

Theo dinh lý Pitago: 

HK" = AH- - AK- 
Ta có: AH.SC = AS.AC 

AS.AC aVi.aVã 



=> AH = 

sc 

AK.SN = AS.AN 


2a 


= a 
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. r , __ AS.AN aV 2 .aV 2 .sin cx 
3$ AK = —— —— - ■ —— 

SN V2a" + 2a'. sin" ã 

Ịiyr 1_ , 2a .sin a a .cos ư 

=> HK = a - -——-— = ^——-— 

1 + sin 1 a 1 + sin ■ a 

Vi I)Ụ 7 

Trong mật phăng (p) cho tam giác đcu ABC , có cạnh 
hỏng a. Trên các đường thắng vuông góc với mặt phẳng 
tại B vờ c lần lượt lây các điểm D và E nằm về cùng 
một phía đôi với mặt phắng (P) sao cho 

BD = -^p,CE = aV3 
2 

a) Hãy tính độ dài 3 cạnh của AADE. 

h) Xác định tâm và hán kỉnh mật cấu ngoại tiếp tứ 
diện ABCE. 

c) Gọi M là giao điếm cùa 2 đường thắng BC và DE. 
Chứng minh rằng AM 1 ACE. Từ đó hãy tính sô' đo của 
góc nhị diện tạo hởi 2 mặt phắng (ADE) và mặt phảng 
(ABC). 



aVã.sin a 
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b)*) Gọi o là tâm của AABC 

Kẻ Ox // CE, Kẻ Djl // oc (1 6 Ox) 

thì I là tâm cầu ngoại tiếp tứ diện ABCE 

*) R = IC = Vio 2 +OC 2 



BD là đường trung bình A MCE 
=> MB = BC = BA =5 tam giác vuông MAC vuông 
=> MA1AC(1) 

CE 1 (ABC) => MA 1 CE (2) 

Từ (1) và (2) => MA ICACE) 

*) MA 1 (ACE) => BAC là góc tạo bởi 2 mặt phsẳrg 
(ADE) và (ABC). 

Xét tam giác vuông ACE: 
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=> 


tg BAC = 
BAC = 60° 


CK 


CA 



a 


VÍ DỤ 8 

Cho tam giác vuông cán ABC có AB = AC = a. Gọ/ M 
la trung điếm cạnh BC. Dưng các nửa đường thăng AA', 
MM’ vuông góc với mặt phang {ABC) và nằm về cùng một 
phía dôì với mặt phắng này. Trên AA ' ta lấy điếm N, trcn 
MM’ ta lấy I sao cho 2MI = NA = a. 

Kẻ AH 1 NB Chứng minh rằng: AH 1 Nỉ 


LỜI GIẢI 



=> H K // = ị NA // = IM 
2 

=> HK //= IM 

=> A HKMI là hình bình hành 
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=5 IH // MK 

Mặt khác, MK là đường trung bình của \ ABC. 

=> MK // AC 

MI< iAB Ị MK l(NAB)] _ TU , 

.7 . ' =>IH1NAB 

MK1HK) 1H//MK I 

=* 1? 1 1AH => AH 1(NBI)=> AH INI 
NBlAHị 

vi DỤ 9 

Cho hình chóp tam giác đểu S.ABC đinh Sy cạnh đáy 
bằng a , đường cao SH = aV3. 

a) Hãy dựng thiết diện tạo bài hình chóp SABC và 
mặt phẳng (P) qua BC mà vuông góc VỚI SA. 

b) Hãy tính tỷ số thể tích giữa 2 khối đa diện tạo bới 
hình chóp và thiết diện nói trên. 

LỜI GIẢI 

a) Trong A SAAịta kẻ A]K 
BC 1 hình chiếu AH 
=> BC 1 đường xiên SaỊ 

A.K1SA J 

=> SA 1 (BKC) 

=3(P)s(BKC) 

=> A BKC là thiết diện cần 

b) Ta có: 

B 

V SKAÍU . SK SB sc _ SK 
v,z ~ SA SB sc SA 
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s.\ = vSir - I1A ' :u , - \ - J;ia" 4 — --- a 

\ :ì 2 i V ;i V :ỉ 

Ta có 

\ SA li / \ AịAK 

SA Aỉi 
N A,A AK 


AK = 


AH.A.A 

SA 


aV^ aV3 
3 _2 

a \ ] 0 

'rĩ 

vo 


aVĨỈ 

2 % /ĨÕ 


=> SK = SA AK = §4Ã - -^L = 

V3 2V10 2V3Õ 

SK 17a -v/íỉ 17 s 

SA 2>/3Õ a>/ĨÕ ~ 20 

^ sK - l - ( _ ỵ]_ —ỳ ^sKtu- _ 12 

Vsabc 20 V KAB( . “ 3 

vi 1)1'10 A H A, 

C/ĩo /ĩ/;?/ỉ c/?óp S.ABC, AB = AC = «?a, /30 = 2ơ. Biết 
rang cac Mật bân cua hình chóp đêu tạo với mật phàng đáy 
goc 60". Ke dường cao SH cua hỉnh chóp. 

a) Chứng minh ràng: II /ờ tàììì (tường tròn nội tiếp tam 
giác ABC. 

b) Chứng minh rằng: SA BC. 

c) Háy tinh thà tích cua hỉnh chóp đà cho theo a. 






=> A vuông SA,H = \ vuông SRịH = A vuông SC,H 


=> HA, = HB, = HC, 

=> H là tâm dường tròn nội tiếp /\ABC. 
b) AABC cán tại A => A, H. A, thắng hàng 


BC 1 hình chiếu AH => BC 1 dường xiên SA. 


*) AA, = ựãĩr -IiA; = 2aV2 

=> S AM - = i.BC.AA, = ị .2a.2aj2 
2 2 

= 2a-V2 

HA, = r = % .-15^-. 
1 p 3a + 3a + 2a 


A 



*) Xét \ vuông SHA,: 

SH = HA,.tg60 u = - ^ệ- 

Kết luận: V SA ,„. = ỉ .S U ,,SH = 1,2a-V5 . = 

«5 3 l2 


ọ. 

w< 


V v3 


3 


1 36 




§3. TỨ DIỆN VUÔNG VẢ TỬ DIỆN GAN ỉ)Ểư 
A. Tử DIỆN VUÔNG 
/. Định nghĩa: 

Cho tứ diện SAHC, góc tam điện đỉnh s có 3 mặt 
vuông. Khi đó tứ diện SABC dược gọi là tử diện vuông. 

//. Dinh lý: 

Cho tử diện vuông SABC. góc tam cỉiện đỉnh s có 3 
mặt vuông, đường cao SH = h. SA = a. SB = b, sc = c. 


Khi đó: s 



trong đó R là bán kính mặt cẩu ngoại tiếp tứ diện SABC 


6. r = 


abc 


ab + bc 4- ca + 



trong dó r là bán kính mặt cầu nội tiếp tử diện SABC 
Chứng minh: 

1 ) AB + AC = a + l)“ 4- a~ + C" > b' + c = BC 
=> A: nhọn 

Tương tự: AC“ < BA + BC 2 => B: nhọn 
CA < CIÌ J + AB C: nhọn 
Vạy AABC nhon. 
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2) BO 1 dường xión SA => BC _L hình chiến AHÌ 

Tương tự: CA 1 hình chiêu BH ĩ 
H là trực tâm \ABC. 

3) BO 1 hình chiếu AAị => BO 1 đường xiên SA) 

s V = ỊbC-.AAÍ = ị BC 2 (;r + SA;) 

4 4 

= -BC-.a- +-BC-.SA: 

4 4 1 

S SIM 


= — (b' + c 2 )a + Se 


SBC 


ha 4- c a 4- S- B( - Sẻ AB 4- Sg ( . A 4- Sgị H . 
4 4 



^ J_1_ 2_ 

h" a b C" 

5) Đưa tứ diện vuông SABO 
vào hình hộp chừ nhật : 
SASịB.OAịDBị, suy ra 


r) 



s, 


tiếp hỉnh hộp chữ nhật SASịB. OA)DB). Do dó mặt cầu 
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U;>() u ti('*Ị> tứ diện SABC la mặt cầu (lưòng kính Sỉ). 


tám cấu l là trung diêm SI) 


R = ịsD = 4 +c- 

9 9 

•m* — 

111. Còng thức: 


3V 


* noi tiõp 


s 


loan plián 


A|) dụng: 

^ nôi tiòp 


3V SAi , 


s 


toán phán 

3. ; abc 
6 


1 n u 1 1 _ 

al) 4- - 1 )C 4 ca 4 
9 9 9 


abc 


f 1 , V 

ab ; 

1 bc 

- 

1 ^ 

ca 

4- 

12 J 

u , 


v2 J 


ab 4- bc 4- ca 4 Va b“ 4- b"c" 4- c : ;i 


VÍ DỤ 1 

Cho tứ diện vuông SABC đinh s. 

Chứng minh rằng: 

a l S<;\B + StíHc + Ssca - V3 . S AI;r 

hì — > 3(1 4 - 1/3) trong đó R. / lon lượt la bán kính 
r 

máỉcau ngoại tiếp , nội tiếp tứ diện SABC. 

LÒI c; I \ 1 


(*) 


1 39 


a) S SA |. t + S, IM + S s( A <: V3 . S Af;t 




MA _ 

1 a có: 


(l.S s , H + l.S sll( . +1 s a ,)■-' < :fe,, + S sm- + Sị 3S> 

€ 

^ + SslìC + SịỉcA - '/3-^ABT > 

Dấu “=” xảy ra cx> ab = bc = ca c=> a = b = c. 

b) Chửng minh: — > (l + V 3 ) (*) 

r 

Ta có: 

2R __ _ Va J + b~ + C 2 _ 

r í abc ) 

l ab + bc + ca + Va 2 b 2 + b"c“ + C"a" J 

Vã’ 4- b~ + C" (ab + bc -4 ca + Va J lr 4- b c~ + c~a^ 

abc 

*) a + b“ + c 2 > 3 ^/(abc ) 

=> Va 2 + b 2 + C 2 " > Vã.Vabc (1) 

*) (ab + bc + ca) + Va J b 2 + b 2 c 2 +c 2 a 2 > 3^/(abc) + ^3^ĩabejl‘ 

= 3^/(abc)" + Vã.ựíabc) 2 = (3 + V 3 )ự(abc) 2 (2) 

*) (1) X ( 2 ) => TS > Vã.Vãbc .(3 + V 3 ) ịj('dbcỴ 
= ys (3 + Vã )abc = 3(1 + Vs )abc 
=> — - > 3(1 + >/ 3 ) => (*) đúng, "=" => a = b = c. 

r abc 


HO 



VI nu 2 


Cho góc tam diện vuông Oxy và cho “ mặt cầu dơn vị 

8 

nam trong góc tam diện do. 


Giá sử (P) là mặt phang tiếp xúc với mặt cầu nói 

8 

tràn tại M. Mặt phang (P) lần lượt cắt các canh Ox tại A, 
Oy tại B , Oz tại c 

OA = a > 0 


OB = b > 0 


oc = c > 0 


,_. I i 1 11 

/) Chứng minh ráng: ~ + — 4- — = 1 

a b c 

2) Chứng minh rằng: (1 + a')(l + b")(l + c 2 ) > 64 (*) 

Sau dó sẽ tim vị trí M sao cho bất đắng thức C : ) xảy 
ra dấu băng. 


LỜI GIAI 



1. Mặt phảng (P) tiếp xúc vói mặt cầu (O) tại M 
OM 1 (P). 
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OM là dường rao hạ xuông mặt huyền cùa tư d 
vuông OABC\ 



l 111 

111 

OM- a- l»- c- 

1 l) c 1 2 3 

2. Chứnịĩ minh 


(1 + a-)(l + b-)(l + c)~ > 64 

(*) 


1 

x+y+z=l 


= X > 0 

1 


a 

ỉ 

a = — 

X 

Đặt 

I ta—« 

II 

V 

o 

li 

1 


lr • 

11)- =- 


1 

y 


— r = z>0 

1 


c 



Ta có: 


(*) » 


V 


1 +■ 


V 


1 + 


1 + 


>64 


V XA y A z; 

<=> (x + l)(v + l.)(z + 1) > 64xyz 

Ta có: X + 1 = X + (x + y + z) > 4 \jx 2 yz > 0 


y + 1 = y + (x + y + z) > 4 \jx~yz > 0 

z + 1 = z + (x + y + z) > 4 ựx-yz > 0 

=> (x + l)(y + l)(z + 1) > 64 \l(xỹzỴ = 64XV/ 

=> (*) đúng 

1 )ấu "=" <=> X = y = z = “ <=> a- = ly' = c 2 = 3 <=> a = I) = 0 = y[s 

3 


ện 


142 



o ị \ABC đểu. OA = OB = oc = 
Ị M là trọng t á 111 \ABc 

yfĩĩ V3 >/3 ị 

T*TT! 


o M 



Vi DỤ 3 

Cho góc tam diện vuông Oxy. Gia sử M la một điếm cò 
(tinh nám trong góc tam diện đủ. Qua M ta (lựng mặt 
phảng (P) di động , lỏn lu\ỉt cắt Ox tại A, Oy tại B, 0z tại c. 
Đặt OA = 'S > {) 

OB = p > 0 

oc = 7 > 0 

Gọi khoảng cách từ M đến các mặt phẳng (yoz),(zox) f 
(xoy) lẩn lượt là a, 6, c*. 

/y Hãy tinh X, /Ị ỵ theo a. b, c sao cho tứ diện OABC 
cỏ thê tích hé nhất. 

2) Hãy tính X, /ị ỵtlieo a, by c sơo cho tổng OA + OB + oc 
là bé nhất. 


LỜI GIẢI 
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1 _ 1 - , 1, ,1 „ 

«■ ^«Py = ^-aPy + 77 byct + 77 -can 
6 6 6 6 

0 ggỵ + bỵg + C0.p _ 1 

«Py 

a b c _ , 

o — + -T + - = 1 

a p y 

, , a b c „ [abc abc , 1 

1 . I = —+ -T + - > 3 ỉ —r- => —— < -rr 

a (3 y \ a|3y a(3y 27 


tibc 1 9^ 

=> ~~ > 27 => aPy >27 => V OABC = — aPy > abc 

aPy 6 6 

[a = 3a 

Dấu "=" « - = ^ = £ = ị c=> p = 3b 
a p Y 3 ■ 


y = 3c 


Kết luận : 


fa = 3a 


min VoABc = ~r ttbc và đạt được p = 3b 

6 

y = 3c 


2. a + P+ Y = (a + P+y)í— + -Ị^ + - 


a [3 y 


>[(^M#Nt/7r]fíĩ + í4f + í4ĩ 

l va VP V7 J 
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y» _ Vn VỸ 

£ = Vb = £ 

^ s £ 

a b c 
—' + ■“ + — = 1 

« p Y 
tt p y 

^ > = 7b = yr 
<=> 

a b c 

-- + “■ + ■- = 1 

« p Y 




Kết luận: min(a 4- p + y) = (>/ã + Vb + Vc )” 

a = Vã(Vã -f Vb + Vc) 
và đạt được <=> (]- yỉhỤã + Vb + Vc) 

y = Vc(Va + >/b + Vc) 


1CMXĨĐHHH 
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17 nụ 4 

Trong khổng gian cho -ì điếm: A(a.O.O) 

Bí(U).O) 

('( 0 . 0,0 
(a.b.c > 0) 

Ta cho a, h, c thay (tòi thoa mãn a + ỉ) + (•• = 3 
Hãy tim a, h, c sao cho khoang cách tư ()<(),0,0)(lên 


mật phảng (ABC) la lún nhát. 

LỜI GIẢI o 



Áp dụng ta có: 

2_ = J_ + _L + J_ > 9 = 3 

lì“ a" b' c a +1)' +C" 

, . 1 , . Vã 

;ỉ ;> 

Dán "= M <=> a = lr’ = c = 1 o a = !> = c* = 1 

Kết luân: ma\ h = —— và dat đươe < . a = 1) = í = 1 




Vi nụ õ 

Trong không gian cho 3 (tiếm A(3,0,0), fí(0,3,(h, 
('(0,0,3). Gọi H là hình chiếu cua o lên (ABC). 

I ) Tinh s y ưt{ va OH. 

3 1 Cun Ị) là (tiem (toi xứng cua H qua o. Chứng minh 
răng tứ (hôn ABCD ctcií. Tính V Alỉrl) . 

3) Vict phương trinh mặt cẩu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 


LỜI CÍIẢI 

I) 



OA- 3- 3 

i- OH = Vã 


2 OA = Oli = oo = ;ì :=> 


HA HB = H(’ 

) 

'|AH = AC = BC = ;iV2 


( 1 ) 


> l)A = DIỈ = nc 


1 17 






(2) 


])H = 20H = 2>/3 

HA ,ÌỄfẺĨ,Jẽ'~ 

2 3 

=> DA = VdH'- + HA' = V12 + 6 = 3 V 2 

(1) và (2) => AB = BC = AC = DC = DA = 3 V 2 
=> Tứ diện ABCD đểu 

V AB CD=ỉ S ABC D H=ị. -2 V 3 = 9 
3 3 2 

3. H là trọng tâm AABC => H(l, 1, 1) 

D đối xứng với H qua o D(-l, -1, -1) 

Gọi (S): (x - a) 2 + (y - b) 2 + (z - c) 2 = R 2 là mặt cíu 

ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

Cách 1: Ta có: 

(3 -a) 2 + b 2 +c 2 = R 2 
a 2 + (3-b) 2 + c 2 = R" 
a 2 + b 2 + (3-c) 2 = R 2 
(-1 - a) 2 + (-1 - b) 2 + (-1 - c) 2 = R 2 

a = b = 0 
b = c = 0 

° (l + a) 2 + (l + b) 2 + (l + c) 2 = R 2 
a 2 + b 2 +(3-c)-’ = R 2 

a = b = c 

o <3(a +1) 2 = R 2 

2a 2 + (a - 3) 2 = R 2 
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o 


a = b = c = 7 - 

2 



Kết luận: (S) : 


( 1 


1 

2 

í 1 ì 

X- 

4- 

V — 

+ 

z —— 

l 2 ) 


r 2v 


1 2 ) 


27 


4 


Cách 2. 

Gọi E là trung điểm của DA 
Trong tam giác vuông DHA kẻ FA 1 EA (I e DH) 
=> I là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD 
Ta có: ủ DEI đồng dạng với A DHA 

3V2 0 

DE DI _ DE.DA 2 v 3 Vã 

DH DA ^ DH “ ~2 Vã 2 


=r> 


DI DI 


3 Vã 
2 

: 2 V 3 


DH DH 

DĨ =4(2, 2, 2) = 


3 

4 

3 3 3 
2 ’ 2 ’ 2 



=3* I 


í- ỉ ỉì 

, 2 ’ 2 ’ 2 J 


Ví DỤ 6 

Cho tứ diện OABC có góc tam diện đinh o, ha mặt 
ưuôtng, OA = OB = oc = a. Gọi K, M y N lấn lượt là trung 
điêrm 'ác cạnh AB f BC, CA. Gọi E là điếm đôi xứng của o 
qua K và I là giao điếm của CE với mặt phẳng (OMN). 
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1) Chứng minh rằng: CE -L (OMN) 

2) Tính S(, M | N theo a. 

LỜI GIẢI 



1. *) Tứ giác OAEB là hình vuông => AB 1 OE 

oc 1 (OAB) => AB 1 oc 
=> AB 1 (OCE) => AB 1 CE và MN // AB 
=> MN 1 CE 

*) Tứ giác OAEB là hình vuông => AE 1 AO 

AE 1 oc (OC 1 (OAB)) 

=> AE 1 (OAC) 

=» AE 1 ON 

AOAO cán => AC 1 Oh 
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: ON 1 (AKO <)N 1 CK 




Kct luận : Scimix = 


a ^[ 2 . a \/2 aS/3 

•1 ' Vã 6 


Các/i 2: 


]. A(a. 0. 0); B((). a. 0); C(0, 0. a) 

=>KÍi í oì; MỊO ĩ.iỊ nÍỊỊ.O í 
l 2 2 J i 2 2 ) {2 2 
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=> E(a, a, 0) => CE = (a, a, -a)//ũ = (l, 1, -1) 

Phương trình (OMN): 


X y z 


0 

a 

2 


a 

2 

0 





a 

2 


X 

0 

1 


y 7 . 


1 1 
0 1 


= 0 


ox+y-z=0 

=> ri = (1, 1, -l)s ũ(l, 1,-1) 

CE // ri 

=> CE 1 (OMN) 


VÍ DỤ 7 

Trong không gian cho 3 điếm A(a,0,0), B(0,b,0), 
C(0,0,c); (a, b, c > 0). 

a) Hãy xác định toạ độ hình chiêu vuông góc H của 
đính o lên mật phang ABC. 

b) Gọi M, N, p lần lượt là trung điểm các cạnh AB, 
BC, CA. Chứng minh rằng: nhị diện cạnh OM cúa tứ diện 

OMNP là vuông khi và chí khi 

c a b 


LỜI GIẢI 


a) *) Phương trình mặt phảng (ABC): 


X y z , 

— + 7- + — = 1 

a b c 


ri 


ÍI I 

,a’ b’ 


1^ 

Cy 


Gọi H(x 0 , y 0 , z () ) 
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+) H e (ABC) 


,> ^ + Ịil + ^_ 
a b c 


+) OH = (x„ y„, z„) // ri ì 1, 1 ỉ 

a b c 


— = — - iLi 

1 1 " 1 

a b c 

Ta có hệ: 


Xọ _ ,Vọ _ Z() 

1 "T"T 

a 1) c w 

Í1L + ZiL + = ] y ° = uZĩU 

a b c b a b 

t 

z 0 - 7 - “7TJ 
c ao 

=> H(x 0 , y 0 ,z 0 ) 

b)M^ b oỊnÍo,^]; pÍ£,0,£Ì 

122 J l 2 2J {2 2 ) 

*) Phương trình mặt phăng (OMN): 


_ 21 2 •' 

_ a b c 

aV + bV + c 2 a 2 
t abV 


a 

II 

sa 

+ L> c + c a 

t 


a 2 b c" 

cr 

a 2 b“ 

: + bV + cV 

t 


a 2 b 2 c 

c 

= aV 

+ b 2 c 2 + c 2 a 2 


X y z 

ị ị 0=0 
2 2 

0 £ X 

2 2 

(bc)x - (ac)y + (ab)z =0 
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X b z 

c^> —-4- *- ~ () 

a V <• 


. _ í 1 ] ] ; 

=> n > = 

V a l) (• 

*) Phương trình mạt phảng (OMP) 


X y z 

ii Ịị 0 

2 2 

ị õ £ 

9 9 


= 0 


<=> (bc)x - (ca)y - (ab)z = 0 

X 1) z 

<o>--() 

a y c 



(ì 

1 

_ 1 ) 

=0 ri , = 

— 

— 



u 

b 

cj 


Kết luận: Nhị diện cạnhOM là vuông 

(OMN) 1 (OMP) 0 11,1 n o> ri,. ri. = 0 

1 


11 

co -~Y + 7-7 - “7 

a b c 


0 


<0 


1 


a' 


h- 


1 


VÍ I)Ụ s 

Cho góc tctm diện vuông Oxyz. Trên các tia Ox, Ợv. Oz 
ta lấn lượt láy các điếm A, B, c sao cho OA = a > 0: OB = 

ĩỉyfỉ > 0. 00 = c > 0. Gọi D lờ đỉnh đôi diện với o cua 
hình chữ nhật AOBD vờ gọi M la trung điếm cạnh BC. 
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(iid sứ <p) la mặt phỏng dì qua AM ưa cât mặt phăng 
(()( 'ỉ) i thưa một đường thắng vuông góc với ẢM 

ì) Gọi E la giao (tiếm cua mặt phang (P) vdi dường 
thang oc Háy tính dô dài doan OE. 

2) Hãy tính thờ tích cua hai khdi da diện (tược tao 
thanh khi cắt hình chóp C.AOBD hởi mặt phàng (P>. 

3) Hãy tính khoang cách tư c đến mặt phăng (P). 

LỎI GIAI 



>•*> 


=* AM 


- a. 


a>/2 


//(P) 


*) Gọi EF = («. [ỉ. 7) 

AM 1 ẼF «■ A.\i . ẼF = 0 

aV2 


«. on + p“^ + Ị £ B0 
2 2 
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<=> 2aa - Pa >/2 - ỴC = 0 
*) Xét (OCD) có 3 véctơ 

Õc = (0.0.c)//u, =(0,0,1) 

ÕD = (a,aV2,o)//ú 3 = ( 1 , V2,o) 

ẼF = (a, p, y) 

ũ„ ũ 2 , EF là đồng phẳng. 


a p Y 

=> 1 V 2 0 =0 » a>/2 - p = 0 

0 0 1 


Ta có hộ: 


W2-p = 0 

< 

2aa - aVãp - CY = 0 


Cho a = 1 => p = V 2 =>y r 0 

=> ẼF = ( 1 , V 2 , 0 ) => ẼF = ũ 2 => EF//OD 

*) Phương trình mặt phảng (P): 

X - a y z 

aV2 c 

-a —— — =0 

2 2 

1 V 2 0 

o c V 2 X - cy + 3a V 2 z - ca V 2 = 0 
*) Tọa độ (x, y, z) của E thỏa mã n hệ: 
jx = y = 0 

ỊcVáx - cy + 3aV2z - ca Vi = 0 
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<=> 


3 


=> R 0.0, 


3 


c OE CF 

=sOE = -r => 

3 CO CD 


2 V CAKM |f - V CAKK + V, MKF 


’) 


V CAEF _ CA CE CF _ 4 
V fA(in ' CA CO CD " 9 


^ V CAEK - — V COAnB - — V 


k ) 


V rMKF CM CE CF _ 1 2 2 
V FBO ’ CB CO CD 2 3 8 


■=* V <-m,:k= ^V rOAŨB =Iv 

VậyV, AKMr = ?v + iv = ịv 


V.. 

v CAEMF 


AEMKBDO 


9 9 

ì_ 

2 


3 

CH 


3acV2 - ac V2 


V 2c" + c~ + 18a L ’ 
2acV2 
v> 3 c' + 18a- 


2 

9 



2 

3 


C(0. 0 


H 



B. Tư DIẸN GAN DEU 
/. Định nghĩa 

Một tứ diện có các 
cạp cạnh dối diện hằng 
nhau dược gọi là tư diện 
gán cleu. 


VI I)ự 9 

Cho tứ diện gần dcu ABC1) cỏ AB = I)C = a 
AO BI) = 1). AD = BC = c 

1. Chứng minh rằng: bốn mặt của tứ diện gấn đều la 
4 tam giác bảng nhau. 

2. Chứng minh rằng: hình hộp ngoại tiếp tứ diện gần 
đểu là hình hộp chừ nhật. 

3. Chứng minh rằng: trong ỉ tử diện gần đểu trọng 
tàm trùng với tâm cầu ngoại tiếp tứ diện. 

4. Chứng minh rằng: trong ỉ tứ diện gần đều trọng 
tâm trùng với tâm cảu nội ticp tử diện. 

Do dỏ dối với tứ diện gcín đểu . trọng tàm, tam cầu nội 
tiếp . tâm cáu ngoai tiếp trùng nhau. 

5. Hây tinh bán kính mật cáu nội tiếp và ngoại tỉèp tư 
diện ARCD theo a, b, c. 


A 





I OI (iIAI 



1 Môi mặt của tu diện đếu la tam giác có 3 cạnh là a, 
b. c -> I mật của tử chộn là 1 tam giác hãng nhau. 

01) = A, B, ỉ 

2 ' ’ 1 => AM = ;\ : H 

CD = AB 


Do đó. hình hình hành AAịBBị là hình chừ nhật. 

Tương tự tất cả các mặt cùa hình hộp ABịDCị A|Bl)jC 
là hình chừ nhật, suy ra hĩnh hộp ABịDCị.AịBDịC là hình 
hộp chừ nhật. 

3. Mặt cẩu ngoại tiếp tứ diện ABCD củng là mặt cẩu 
ngoại tiòp hình hộp chừ nhật AB DOị AịBDịO. 

> Tâm () là trung điếm AI), 

H = 4 AU, 

Nhận xét 

l),K = 'ao, 


1 






=> OK = ị OA 
3 


=> OA = 30K 


Ta có : 



OA + OB + oc + OD = OA + 30K = o 

y 

30 K 


z=> o là trọng tâm tứ diện ABCD 
=>0*G 

4 . Gọi I là tâm cầu nội tiêp tứ diện ABCD 
Ta có V ỊBrr) = —r . Sbcd 

o 

ViCDA = ~ r • Scda 

V|ADB = g r -SADB 

V|ABC = -Sabc 

mà S|i<*n = S‘U)C = Sqaiỉ = S A BC 
^ = V lAD(; = VịOAĩỉ = V| A | ỉr 1 s G 
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X + V - c 

5.*) V +z ỉ) 
/ *- X' a 



* Chú v: Thô tích cua một hình hộp ngoại tiếp tứ 
diện 1 ăng 3 lẩn thể tích của chính tứ diện đó. 


•1ÒLTDM#- 
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§4. HÌNH HỘP CHỦ NHẬT - HÌNH LẬP PHƯƠNG 



Cho hình hộp chừ nhặt ABCD A'B'C'1)'. Ta cỏ: 

]. BD' = \li\' +lr -f-e~ 

2. Đường chéo chính di qua trọng tâm của 2 mạt chéo 
tuông ung và bị 2 trọng tâm đó chia làm 3 phẩn bằng, 
nhau. 

3. coS J (/ + cos p + C0S"7 = 1. trong đó 

(X = IVB A 

p = DVBC 

7 = D'BB' 

ví DỤ ỉ 

Trong không gian cho 4 điểm 0(0, 0, 0), A(a, 0, 0), 
BíO, b, 0), C(0, 0 , c) ở đó a, b, c > 0. 

Ta dựng hình hộp chữ nhật nhận 4 điếm nói trên làm 
4 đính. Gọi D là đính đôi diện với đính 0 của hình hộp 
chữ nhật. 

ĩ) Hãy tính khoảng cách từ c đến mặt phang (ABD). 

2) Hãy tìm toa đô hình chiếu H cùa đinh c lẽn măt 











2. *) Gọi H (ư , p, 7) 

H 6 (ABC) »- + ^ + ^-1 = 0 
a b c 


CH = <Gt, p, Y - c) // 


(\ 1 


1 N ' 

cj 


a p _ Y ~ c 

" T" 1 " jT 

a b c 
Ta có hệ: 

£_ £ = Ỵ-c = t 
11 _ 1 
a b c 

“4-1 = 1 

a b c 


o 


_ 2a 2 bV 
a 2 b 2 +b 2 c 2 +c 2 a 2 
t 2ab 2 c 2 

a ~ a ~ a 2 b 2 +b 2 c 2 +c 2 a 2 

t 2a 2 bc 2 _ 

^ ~ b ~ a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 
t _ 2a 2 b 2 c 

, Y = C c ~ c a 2 b 2 + b 2 c 2 + c 2 a 2 


=> H(a, p, 7 ) 

*) H thuộc mặt phăng (xOy): z = 0 khi và chỉ khi 
2a-bV 

a 2 b 2 +b 2 c 2 +c 2 a 2 
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C:> a l) = 1) c + c a 


1 \ \ 

c a" b" 

Vi DỤ 2 

Trong không gian cho 4 điếm 0(0 . 0, 0), B<a, 0, 0), 
O'*0 f 0 . a), /. 0;, a > 0. Ta dựng hình hộp chữ nhật 

OBCD . O B C'D\ 

ì) Hãy tim a sao cho BD 1 0'C. 

2ì Cho a = 2: hãy viết phương trình đương vuông góc 
chung cùa 2 dường thẳng BD và CD' 

Cho a = 2 và E( 1 , 0, ỉ). Hãy xác định tọa độ 2 điếm 
XI. iY biết rằng \EMN cỏ 2 dường cao lấn lượt nằm trên 2 
dường thắng BD và DO\ 


LỜI C.IẢI 







1. BĨ)=(-a, 1,0) 

Ỡc = (a. 1. -a) 

BD 1 0'C o BĨ) . Ỡc = 0 


« -a 2 +1 = 0 o a’ 2 = 1 

> » a = 1 

a >0 



DC = (2, 0, -2) // v,= (1, 0, -1) 
*) Xét ù = [ V,, Vọ ] 


o 

1-H 

1 


0 2 


2 -1 

o 

\ 

>—> 

9 

-1 1 

* 

1 0 


o X + 2y - 5z - 2 = 0 


= (1, 2, 1 )ỉl ù 

*) Phương trình mật phang (P): 

X y -1 z 

2 -1 0 = 

1 2 1 

*) Phương trình mặt phảng (Q): 

X y -1 z-2| 

1 0 -1 

1 2 1 

Kết luận: Phương trình dường vuông góc chung \ la 


0 <=> X - V + z - 1 = 0 


X + 2y f)Z - 2 - 0 
Ị X V + z ~ 1 = 0 



Me BD <=> ~ = fi—i = l 
2 -1 0 


N e DO' 


_ y, = z„ -2 
0 1 -2 


*) EM = (a - 1. p. y-1)1 ủ, = (0, 1,-2) 


<=> EM . ù J = 0 
« p - 2y + 2 = 0 
Ta có hệ: 

Ị«.p -1 X 

2 -10 
2a - Ị) - 2 = 0 


t = 3 
a = í) 





|y = 0 


<=> M(6. -2. 0) 


EN = (x„ -ứ !, y„. z„ -1)1 ũ 2 = (2, 1.0) 
<=> EN. ũ . = 0 
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2 = 0 


<=> 2x„ - y„ - 
Ta có hộ: 


_ Vọ _ z, - 2 
0 1 -2 
2x„ ->v-2 = 0 

=> N(0. -2, 6) 




t = -2 
x„ = 0 

y„ = -2 


z 


0 


= 6 


17 /}(/ «i 

C/ỉo /u/ỉ/ĩ /ỉộp chữ nhật ABCD AịBịCịD, cớ 3 1x1 ch 
thước AB = p, AD = q. AAj = r (0 < p < q < r). 

Gọi /, J lần lượt là trung điếm các cạnh AB vờ cỊỈ) 

To lảy các điếm M, N sao cho AM= k. AD và IỈN = /?. B!» 
(0 <k < ĩ). 

ỉ) Háy tính khoáng cách từ A đến mặt phăng (BDAp 

2) Chứng minh rằng 4 điểm L J, M, N luôn (tống 
phẳng. Sau đó hãy tim k sao cho MN 1IJ. 

3) Hãy xác định tâm và bán kính cua mặt cấu ngoại 
tiếp tứ diện ABDAị. 



DíO.q.O) 


c (p, ( 1.0) 






■» X V z 

1 Phương trình mạt phang (BDA,): ■—+ — f — 1 

V <1 r 


AU = - 


1 __ 

r 1 + r + 1 \ I' 

» \ - f 1 V “ 


pqr 


(Ị + q 1 - + r p 


V p <r r 


p 


I 1 . 0. 0 

1.2 \ * 

2. *) Ị=>IJ=(0, q.r) 

J f ( ì' r 


) ^ => AM = (o.kq.o) => M((), kq. 0) 

AM k AI) 


& im’ -g. kq. 0 

9 


BB, = (0,0, r) 
BN = kBBị 


=>RN = (0.0, kr) 


N (p, 0. kr) 






Nhận xét: IM + IN = (0, kq. kr) = k. u 

: IM . IN. IJ là phụ thuộr tuyên tính, 
ỉ. M. N, J là đồng phang 
■ ) 1-1 . MN . MN = 0 


1 (>9 






<=> q(-kq) + r . kr = 0 

<=> k (r - q ) = 0 ó k =0 

0 

3. Mặt cáu ngoại tiếp tứ diện ABDA, chinh là mặt cầu 
ngoại tiếp hình hộp chữ nhật ABCD. AjB,C|D|. 

Tâm cầu o là trung điểm ACj 
Bán kính R = ỈAC, 

9 



VÍ DỤ 4 

Trong không gicin cho hình hộp lập phương ABC ĩ) 
A'B'C'Dcó A(0, 0, 0), BU, 0, 0), D(0, 1, 0), A’(0, 0, 1). 

Giá sử M, N lấn lượt di động trên các đoạn thang AB' 
và BD sao cho AM = BN = a (0 < a < V 2 ). 

1) Hãy tim a sao cho đường thẳng MN là đường vuông 
góc chung của 2 đường thắng AB' và BD. 

2) Háy tim a sao cho đương thắng MN cỏ độ dài bé nhắt. 

3) Chứng minh rằng khi a thay đổi thi đường thắng 
MN luôn luôn song song với một mặt phẳng cỏ định. Hủy 
chi rõ phương trình của mặt phang đỏ. 
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1.01 <; IAI 

z 




A (0.0. 1 ) 




/"Ị 

1)11 ,ư. i ) 

D'( 0.1.1) 

V 

\ 

\ 

N 

\ 

\ 

V 

C’u. 1.1) 

B( 1.0.1) 


x' A(0.0.õ) ỹĩS- 




D(O.l.O) 

'( 1.1.0) 



AB = (1.0,1 


a/2 .[=>ÌÌN 

BỈM 1.1.0) 


-“-. — .0 =>N| 1 

12 yj2 ) V V2 yJ2 









Vậy MN = 1 -aV2.4?.-4r 1 

V 2 42 ) 


<n> 


) MN la dường vuông góc chung của AH' và Bí) 
MN 1 ẤB # = (l,0.l) 

MN 1 BỈ) = (-1.1.0) 


ÍMN . AÌỈ' = 0 






c=> 1 = 




MN . BĨ) = 0 

1 - aV2 - —= 0 

9 

M 

_ 1 ( 1 _a^) + f^l = 0 

3aV2 


V2 


2 VỊ 

3 Vi ~ 3 


2 


MNỈ’ =(l-aVã)f +Í-ĨL +(- 7 ệ " = a' +(l - a 

l V 2 ,/ V V 2 , 


= 3a 2 - 2 V2 a + 1 = 3 


==> MN > — . "=" <r> a 


a - 


V2 


õV 


3 


1 . 1 

+ — > — 

3 3 


Vậ 

3 


/3 ^ 

/Cê? luận: min MN = — vvà dạt dược o a = 

3 3 
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Ta có 


ri . V = JL+* = 0, V a 6 (0, 4Ĩ) 

42 42 

=> n ± V -=> MN // (P): y + z = 0 
Ta trình hay cách tim ra vectơ ri : 

Đạt ri = (a. p, y) 

ri 1V. Va € (0, V 2 ) <=> ri . V = 0, Va € (0. V 2 ) 

c=>a(l-aV2) + P + - 7- -7r = °- Va G (°» >/2 ) 

V2 v2 

o a + (p -2a- 7).-7f = 0. Va e (0, 72) 

V2 



a = 0 

[p = y 

Chọn p = 1 ~ , => ri = (0. 1.1) 

1 p = 7 = 1 
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Vỉ 1)1 5 

Cho hình lập phương ABCD A 'B C'D' co cạnh = a. 

Gia sử M, N là 2 điếm dị đọng tràn 2 đoạn thăng Bì) 
và B 'A sao cho BM = B 'N = t. Gọi ư va /ỉ lần lượt ỉa cac g()( 
tạo bới đường thang MN với các dường thang BD va B A. 

1 1 Hãy tinh độ dài MN theo CI, t. Sau đó tìm t sao cho 
ỈMN /min. 

2ì Hãy tinh a vồ /ỉ khỉ độ dài ÌMN/min. 

3) Trong trường họp tông quát, hãy chứng minh rủng 



A a B(a.O.O) 


1 

BM = t Ị ^ BM t BM t 

BD = ã\Í2 ) ^ BD “ ax/2 BD ~ aslỉ 

=> mĩ = -4=.BD 

av2 
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BI) - (- a.a.o) => BM -i.-L,0 

Ivã V 2 


■> M la -Ị=r,~r,() 

Vã V2 


B'N = t 
15'A - nVã 


_J_ B^N t 

B’A~aV2 iTÃ = nVã 


B' N 


t 


av 2 


•B’A 


B'(a. 0 . a) => B'A= (-a, 0 , -a) 


=> 


-4.0,4; 

v 2 V 2 J 


=> N Ị a —)=, 0, a —Ị= ' 

1 V2 V2 


*) MN- = 


í—' 

“ 

( t ' 

,V2j 

4 

a —— 

l V2 J 


— t — í\yj l2t 4 cỉ “ 


a 

7f 


\ 2 


f -^-1 > a 

9 9 


=> MN > 


aV2 
2 ’ 


c=> t = 


ã 


iKct luận: min MN = — và đạt dược <=> t = a 


>/2 


1 r c 

1 75 




2 . 


*) 


D(o.a.o) 


Nị Ịi. 0. 

1 2 



=> DN = 




a>/tì 

2 



a a 



MN = í - 



a ' 
,2 


i\y[2 


2 


Xét ADMN: DN- = MD- + MN- - 2MD.MN.cosa 


=> 





2 


. cos u 


<=>3 = 2- 2cosa 


<=> COỔCI = 



o a = 120° 

*)mÍ^Ạo 

2 2 


=> AM = 


V 

u. 


+ 


'ạ'* 
V 2 ) 



2 


AN = a >/2-^ = -4=r 

V2 V2 



MN 


=0 AAMN đều => p = 60“ 

3. *) Xét A DAN: DN-' = DA- + AN' = a- + (a -ã 0' 
Xét A DMN: DN' = MD ; + MN 2 - 2MD.MNcoso 
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__ ị- ( 

=> IV + (a -s/2 l)"' = (a V 2 ~t) + — a - 

9 


?2 


2MD.MN.C0SU 


=> 0 * t s - aVă . t - 2.MD.MN.cosa 


=> t 


V2 


t 


a 


=> COStt = 


=> C0S'a = 


Vã 

-t 

2MN 

t" 

4MN- 


— 2(a V 2 N . cosa 


) Xét AAMN: AM" = NA' + MN 2 - 2NA.MN.cosP 


í 




a - 


COSP = 


t V 

" V2 J 

♦í-u 

IV2 J 



(a>/2 

V t f 

t > 

2 

l ) 2 + ( 

«-•7=1 

42 ) 

- 2NA.MN.cos 

- t)" - 

a-s/2 

- 2(aVã - 

- t 

t).MN.cosp 


2MN 


■> n _ [ĩìyỈ2 - t) 
^ cos p = ; — 

1MN 


) cos (X 4- cos’ J p = 


r 4 r 4 2a - 2 V 2 

..Vã-t-I 


t 


í. ■ -Ỷ 

9 


21 ' 4 2a 2 v^2iì 1 1 

lĩ 4 la ÌTártl 2 


4XTĐHHH 
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ví DỤ 6 

Cho hình hộp chừ nhật ABCD A'B c D có các cạnh 

bên lả AA\ BB\ cc\ DD‘, AB = a. AD = 2a, AA = a Jì. 
Gọi M là một đi ốm trên đoạn AD, K là trung điếm đoạn 
B'M. 

1) Đặt AM = m 0 <m < 2a), I là tâm của hình hộp chữ 
nhật đà cho. Hãy tinh thế tích tứ diện A 'K1D theo a va m. 
Sau đó hãy tim m để thế tích nói trên là lớn nhát. 

2) Cho M là trung điếm AD. 

a) Hãy tính diện tích thiết diện tạo bởi hình hộp và 
mặt phẳng (B 'CK). 

b) Chứng minh ròng đường thẳng B'M tiếp xúc mặt 
cầu dường hình AA'. 

LỜI GIẢI 
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1 


nà 


A' 1. X ỉ) 


V 


ayÍ2 


2 2 
0 - a >/2 


aV2 


-av2 


a 

2a 


2a 


'-a s V2 9 

. 0, a 


9 


/ 


A' 


AM AM m 
AĨ) AD 2a 

Ãĩ) = (-2a, 0,0) 

m a a>/2 


K 


2a 


2 2 ’ 2 



ị a aV2 
9 9 


\ _ / 

=> A' I = 




a 


-a>/2 


- a, —, 

2 2 


A'D = (-2a,0-aV2) 

Kết luận: V A , l)K = 1 [ãI.ÃTÌỊã^K 

6' J 

a" V 2 


m - 2a = 


6 

a s >/2 


ma■ V2 a 3 V2 


24 

Do dó: max V 


24 


(2a - nì) 


VII)K = o 111 = 0 o M s A 

12 
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a. Nhận xét : S AH ( = 



Ap dụng: S MNBT - S CBiM + S NBW 


ỊõB', cm 

M là trung điểm của AD => M(a,0,0) 


1 

2 


1 

+ — 
2 


NB\NM 


a>/2 


N là trung điểm của AA’ N(2a,0, —) 

2 


CB = (2a,0,aV2) 


CM = (a,-a,0) A 



Smnbc = ị(2a 2 V2)+Ia 2 V2 =^2 


=0 


b. S NB - Mr 1-B'M.NH = -|-a 2 V2> trong đó NH 1 B’M 
2 2 



=> Đường thảng B’M tiếp xúc vói mặt cẩu đường kính \A' 


17 nụ 7 

Cho hình hộp chữ nhật ABCD A 'B'C D' cỏ AB = a. Aỉ) = 2 ( 1 . 
AA' = a 


1 80 



lì Hãy tính khoáng cách giữa 2 đường thắng AD' và B'C. 

2) Gọi M là điếm chia trong đoạn AD theo tí sò -7-77 = 3. 

* MD 

a) Háy tính khoáng cách từ M đến mật phắng (ABC) 
hỉ Hây tính V AHnc . 

LỜI GIẢI 



Kết luận : d(AD\ B'C) = a. 
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2. a) Phương trình mặt phảng (ABT) 

X y z 
a a 0 =0 
a 0 2a 

X y z 

] 1 0 = 0 <=> -2x + 2y + z = 0 

l 0 2 

<^> 2x 2y - z = 0 

MA _ _ AM _ 3 _ ÃÃÌ _ AM 3 

MD ^ AD 4 "*ÃD~AD~4 

ÃM = - ĂD / _ •>.. \ / _ - 

=> 1 => AM = 0. 0 ,—— => M 0, 0, — 

ÃD = (0.0.-2a) 2 ' 2 


Kết luận: MH = 


3a 

2 _ a 

Võ 2' 


b) V A|1 .„. C = ^ [AD\ AB’ỊAC 

ĂD’ = (0,a, 2a)ì í— — 1 
AB' = (a.a.o) 


a 2a 2a 0 0 a 
a 0 0 a a a j 

= (-2a-\ 2a-, n'-’) 


[ad\ AB : ] = (2aV,-2a 2 ) 
AC = (a. 0. 2a) 


> V. - ií2a :< + 2a' ; ì = — 

^ V \|) r.< ~ g\ za +za )- 



V 


\i;n> A r.« n 
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jS MẶT CẦU 

1. Cho mặt cầu (0) = (l(a: h; c); R) 

Phương trinh mật cầu ((’): 

(x - a)" + (y - b)-' + (z - c)' = R 

2. Cho mặt cẩu (C): 

(X - a)- + (y - b) 2 + (z - c) 2 = R- 
Cho M 0 (x 0 ; y„; z„) 

* (C) 

Qua M„ ta dựng 
»nạt phang tiôp diện 
(P) của mặt cầu (C) 

Khi đó phương 
trình mặt phang (P): 

(x r - a)(x - a) + (y n - b)(y - b) + (z 0 - c)(z - c) = R- 

3. Mật phảng (P): Ax + Hy + Cz + D = 0 

tiếp xúc mặt cấu (O: (x - a)- + (y b) 2 + (z c) J = R 2 
« IH = R 



Ci> 


Aa 4- Bb -f Cc -f D 

V A- + 13- +c- 


17 w / 

Trong không gian cho mặt cầu (C): 

-V + y J + Z' - 2x + 6y - 4z + 1 ;ì = 0 

I’ơ c/?o đường thắng d đi qua A<2; 1; 0) co vectơ chỉ 
phương V = (1; m; -2). Hãy hiện luận theo m sỏ giao điếm 
cùa đường thẳng d và mật cấu (C). 


18 


• > 



(d) có phương trình 


LỜI GIẢI 

X - 2 _ y-1 _ JZ_ 
I ~ m ” -2 


Xét hệ: 


X + y 
X - 2 

1 


+ Z' - 2 + 6y - 4z + 13 

y-Ị = z =t 

nì -2 


= 0 


X = t + 2 
V = mt + 1 
< z = -2t 

(t + 2)" + (mt + 1 )’ + (- 2t)' - 2(1 + 2) + 6(mt + 1) 

- 4(- 2t) + 13 = 0 


X = t + 2 




V = mt + 1 
z = -2t 

t‘ + 2.2t + 4 + m 2 t“ + 2mt + 1 + 4t" - 2t - 4 

+ 6mt + 6 + 8t + 13 = 0 


X = t + 2 
y = mt + 1 
z = -2t 

(m 2 + 5)t 2 + 2(4m + 5)t + 20 = 0 (*) 

A' =(4m + 5) 2 - 20(nr + 5) 

= 16nr + 40m + 25 - 20m 2 - 100 
= -4m~ + 40m - 75 = -(4m‘ - 40m +75) 
* Nếu A' < 0 o 4m j - 40m + 75 > 0 
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m < 


D 


co 


m > 


* thì (*) VN ro d không cát (C) 

15 


* Nếu A' =0 o 


ni < 


m > 


õ 

2 

^ thì (*) có nghiệm duy nhất 

15 


=0 Hộ có nghiệm duy nhất 
=> d tiếp xúc mặt cầu (C) 

Ịỹ 1 »3 

* Nêu A' >0 co < m < -- thì (*) có 2 nghiệm phân biệt 
-5 li Cắt mặt cầu (C) tại 2 điểm. 


Vi DỤ 2 

Cho X, y, z là 3 sỏ thực thỏa mãn: 

(x - l) 2 + (v - 2)" + (z — 1)” = 1 (*) 

Hãy tìm (x;y; z) sao cho biếu thức A = IX + 2y + 3z - 8l 
đạt giá trị lớn nhất. Sau đó tinh cụ thế giá trị lớn nhất này. 


LỜI GIẢI 

Xét mặt cầu (C): (x - 1)- + (y - 2) 2 + (z - 1)- = 1 
Xét M(x; y; 7.) 

Nhàn xét: (x; y; 7.) thỏa mã n hệ thức (*) 


<=> M(x; y; z) e (C). 

Xét mặt phảng (P): x + 2y + 3z-8 = 0 


MH = 


X + 2v + 3z - 8| A 

~m lu 
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=> A= "Jĩĩ . MH 

MH < M„H„ V M e (C) 

=> A < VĨ4 . và đạt dược <=> M = M() 
Phương trình dường thảng M n M,: 

X -1 y - 2 z - 1 _ 

~ĩ~ 2 " 3 ~ 1 

Tọa độ (x; v; z) của Mo, M, thỏa mã n hệ 

X - 1 ^ y - 2 _ z - 1 _ t 
■ 12 3 

(x — 1) +(y - 2)' + (z — l) 2 =1 

t = ± 7n 

X = t +1 
y = 2t + 2 
z = 3t + 1 


Cí> 


X = t + 1 

V = 2t + 2 
z = 3t + 1 
t' + 4t" + 9t' 


<=> < 
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c> 


(x: y: X) 
(x:v;z) 


ị' 1 + vTí _ 2 4 2 V 1 I 3 • VŨ ì 
i VĨ7 ’ Vĩĩ : VĨT j 
1 -t-VTĩ 2 • 2 \ 77 3 + VĨ7) 

VĨT "7TT VĨ4 j 


V 


L’M, 


VU 


1 + Vũ 

. ; Í2 + 2,M 

3 í 

+ ^) 8 


vĩt 

l VI4 

1 

V 14 J 


-1 + vTi 

\/ũ 

9 -2 + 2 VĨ 4 

. Q 

-3 4 - \J 1 1 


VĨ4 

1 xM ) 

+ 0 . 

V Vĩĩ 

— 0 


VI ĩ 


= 1 


= 1 


Kêt luận : max Á = /ũ và đạt dược 


c=> 


[ M - u 

M = V 

L ị 


V / />(/ 3 

Trong không gian cho mặt phấng (P): 

2x + 2y + z + 5 = 0 và I(ĩ; 2; -2) 

Cíì Lập phương trình mặt cẩu (C), tám Ị sao cho giao 
tuycn cua mặt cầu (C) và mật phẳng (p) là đường tròn có 
chu vi = Sjt. 

hi Chứng minh rằng mật cấu (C) nói trong phần trân 
ticp xin <Aì: 

2x - 2 = y + 3 - z 

c) Lap phương trinh mật phẳng đi qua ị. V mà tiếp xúc 
mật cẩu (C). 
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LỜI GIẢI 

a) Nhận xét: Hình chiếu của tâm cầu lên mật phang 
thiết diện (C) lả tâm của hình tròn thiết diện 



Kẻ IIị 1 (P) Ij là tâm của hình tròn (Cị) 
Ta có: 

Chu vi của đường tròn: Cj = 27rR| = 87Ĩ 

=> Rị = 4 => I,M = 4 

„ _ Ị2.1 +2.2-2 + 51 , 

Theo định lý Pitago 

R = IM = yllỉị +I.M 2 = V9 + 16 = 5 

Phương trình mặt cầu (C): 

(X - 1)- + (y - 2)- + (z + 2)- = 25 
, . ... 2x-2 y + 3 z X-1 y + 3 z 

1 11 1 11 

2 


Gọi H (a, p, y) là hình chiếu của I lên A. 

111 .. 2a-2 p + 3 _ Y 

H € A <=> ——— = —— = f 

1 1 1 
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<=> — (« - l) + [3-2 + y+ 2 = ()<=>« +2p + 2y-l = 0 
Ta có: 

I cx + 2p + 2y -1 = 0 
[ 2cx - 2 = p 4- 3 = 7 




<=> ị 


P = y-3 
„ _ y + 2 
2 

+ 2(y-3) + 2y - 1 = 

w 

4 


0 


Y= ĩ 
p = - 


3 


3H 


f5._5.il 

3’ 3’3 


5 

a = — 
3 


IH = 


/ 5 


3 


-1 


4- 


'~2' s 
3 




=> IH = V 25 = 5 


_ (5. 5. 

4 ' 

=> IH = 

( 2 

11 

10' 

H 


— 

— *. 


1 3 ’ 3' 

3 ) 


, 3 ’ 

’ 3 

: Y) 



+Í H - 


9 


// li (2; -11; 10) 


ỉà Víc-tơ pháp tuyến của mặt phang (ti). 
Phương trình mật phảng (:c) la 

» 2x 1 ly 4- 10z - 35 = 0 
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vi 1)1'4 

Trong không gian cho mật cầu (Cì: 

X" 4 y J 4 z~- 2x ịy - 6z 67 = 0 

, , [3x-2y + z-8 = 0 

Cho đường thăng (Aì: \ 

[2x - y + 3 - 0 

và mặt phẳng (Q): 5x 4- 2y 4- 2z - 7 = 0 
a) Viết phương trình tất cá các mặt phổng chứa J mơ 
tiếp xúc với (C). 

hì Viết phương trinh hình chiếu của đường thăng 1 
lên mặt phang (Q). 

LỜI GIẢI 



=> 1(1; 2; 3); R = 9 

Xét mặt phàng (P) di qua A và tiếp xúc với (C) 

+) (P) đi qua A « mặt phang (P) e chùm mặt phăng 
gốc A 

Phương trình (P): u(3x - 2y + z -8) 4 P(2x y 4 3) = 0 

(cr 4 ịV > 0) 
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■» (3ư + 2(5)x (2ư + Ịi)y + uz + 3(5 - 8u = 0 
+) Mặt phảng (p) tiếị) xúc mặt cẩu (C) <=> 1H = K 


30 + 2(5 ~ 2(2a + P) + 3u + 3p - 8a 




V(3a +2(5) J +(2a + (5) : 
~ 6u + 3(3 


+ (1 


= 9 


= 9 


IvTĩõr +5p J + 16a[3 

|2ct - P| = 3-/Ĩ4cr + 5p- +16aỊ5 

Chọn (3=1 => 122or + 148a + 44 = 0 

co 61a 2 + 74a + 22 = 0 

- 37 - 3/3 


«1 = 

a, = 

Do đó: 


61 

37 + 3/3 

61 


(P,): 


(P 2 ): 


pc + 


pc + 


II- 9 / 3 I ,f 13 + 6/3 V Í 37 + 3/3 

61 

11 + 9/3 
61 


13+6/3 \ ( 37 + 3/31 479 + 24/3 

- — - y -— — z +-——-— 

61 / ( 61 / 61 

13 - 6/3 \ c 37-3/3 Y 479 - 24/3 
61 M 61 r 61 


= 0 


:0 


b) Mặt phăng (lĩ) đi qua (A) c=> mặt phang (71) 6 chùm 
nạt phăng gốc A. 

<=> Phương trình mặt phảng (7t) 

< (3x - 2y + z - 8) + P(2x - y + 3) = 0 (trì + p- > 0) 

=> n, = (3a + 2p; -2« - p, a) 

(rc) 1 (Q)c=> ri, 1 ri w 
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<=> 5(3a + 2P) - 2(2a + p) + 2a = 0 
<r> 13a + 8p = 0 <=> 13ct = - 8p 
Cho a = 8 => p = -13 

=> mặt phảng (ti): -2x - 3v + 8z - 103 — 0 

<=> 2x + 3v - 8z + 103 = 0 

. Í2x + 3y - 8z + 103 = 0 

=> Phương trình hình chiêu (A 1 ): 1 ' 

[5x + 2y + 2z - 7 -- 0 

LẬP MẶT CẨU THEO TIẾP DIỆN HOẶC 
CẶP TIẾP DIỆN 

vi DỤ 5 

Trong không gian cho mật phăng <p>: 

lOx 15y + 12z + 75 = 0 
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cu Lập phương trinh mặt cáu ( c ) có tám là gốc tọa đỏ o 
và tiếp xúc mặt phang (P). 

h) Háy tim tọa độ tiếp điếm H cua (P) với (C) 
c) Tim điểm đôi xứng của o qua mặt phang (p). 

LỜI GIẢI 

a) (C) tiếp xúc (P) o IH = R 

75 _ 75 

« = = = R = R => R = 3 

V256 + 225 + 144 V625 

Phương trình (C): X 2 + y 2 + z~ = 9 

b) Gọi H(a, p, y) 

+) H € (P) o 16a - 15p - 12y + 75 = 0 
+ ) OH = (a; P; y)// rip= (16; -15; -12) 


(Ọ 



a p y 
<=>-—= —L— = —L_ 

16 -15 -12 
16a-15p-12y + 75 = 0 

~' a p _ 1 t 

16 -15 -12 


130LTIHHH 
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3 


t 

a 

7 

c) H 

V 

vi DỤ 6 

Trong khổng gian cho đường thảng d: 

X - 1 y - 1 _ z -1 
2 

và hai mặt phăng 

(Pj): 2 x-y-z-6 = 0 
(P 2 ): 2 x~y-z + 2 = 0 

Lập phương trình mặt cẩu (C) có tâm 1 nằm trên 
đường thẳng d và tiếp xúc với 2 mặt phang (Pị), (Pt). 

LỜI GIẢI 

(Pj) :2x-y-Z“6 = 0 
(P 2 ) :2x-y-z + 2 = 0 

d ■ y - 1 - Izl 

'2 3 -1 

Nhận xét: Trong không gian cho 2 mặt phăng song ỉong 
(Pj): Ax + By + Cz + D, = 0 
(P 2 ):Ax + By + Cz + D 2 = 0 



194 



Khi đó: Quỹ tích tát cả nhung điểm M trong không 
gian cách đểu 2 mặt phang (Pj). (I\) là mặt phảng R: 


Ax + By + Cz + 


D, + D 
2 


= 0 


Áp dụng: 

IHj = IH._. = R => I £ mp (R): 2x - y - z - 2 = 0 
Tọa độ (x; y; z) của I thỏa mã n hệ sau: 


2 x - y - z - 2 = 0 
X - 1 _y - l z - 1 

~1T~ 3 


<=> < 


t = 1 

X = 3 
y = 4 
z = 0 


=> 1(3; 4; 0) 


Bán kính R = IH, = 


2.3-4-6 

VT+T7T 



Vậy phương trình mặt cáu (C) là: 
(x-3)- + (y-4)- + z-= ~ = 



vi nụ 7 

Trong không gian cho đường thắng d: 

X - 1 y - 2 z - 3 

~~ 2 ~ " 1 " "T~ 

i;à 2 mạ£ phang 

(Pj): 2x - y - z - 6 = 0 
(P 2 ): 2x + y + 2z - 1 = 0 

Lập phương trinh mặt cầu (C) có tâm Ị nằm trên 
đường thẳng d tiếp xúc với 2 mặt phang (P,, PJ. 

LỞI GIẢI 
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X + 2y + 2z - 2 = 2x 4- y + 2z -1 


[x 4- 2y + 2z - 2 = -2x 

- V 2z 4- 1 

X V f 1 - 0 

(<*. ) 

& 

i 

_3x f 3y f 1 V. — 3 = 0 

(u. ) 

Tọa (lộ (x; y; Z) của 1, thỏa mã n 
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< 


X 1 y - 2 z 3 
2 1 2 
X - y + 1 = 0 


t = 0 

X = 1 

=> 1(1; 2; 3) 

y = 2 

z = 3 


Ri = I.H,= 


1 + 2.2 + 2.3-2 
3 


= 3 


=> mặt cầu (Cj) : (x - l) 2 + (y - 2) 2 + (z - 3) 2 = 9 
*) Tọa độ (x; y; z) của I., thỏa mã n 
x-l_y-2_z-3 

• 2 ~ ĩ _ 2 ” 1 

3x + 3y + 4z - 3 = 0 



18 

17 

19 


< 





=> L = 


(_ 19. 16 15^1 
V 17 ; 17 ’ 17, 



19 

_L 

32 

__ 4- 

30 

17 

17 

17 


_3_ 

17 


3 
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( 19 \ í 16 / 15 V 9 

■ --> mặt (ấu (C.j): |X4~ y 7~ 4 \ 7 ‘ ~ rr I - 717 

- V 17; 1 7 ) I 17; 17 

AY>/ luận: Bài toán có 2 mặt cầu (C|) và ((’ ,) 

VÍ DỤ 8 

Trong không gian cho 2 đường thăng 

X - 1 _ y + 2 _ z - 3 J X -f 1 y-2 z 4- 1 

( ~ 2 3 : 111 

Vờ c/?0 mặt cầu (O: (x - 1)" + y 2 + Z” = 1 

Lập phương trình tiếp diện (P) của mật cầu (C) biết 
răng tiếp diện đó song song với cá 2 đường thang dj và d 2 . 

LỜI GIẢI 


d,: 

x-1 

y + 2 

z - 3 

=> Mj( 1; -2 

; 3), V, = 

(1; 

2; 3) 


1 

2 

3 




d,: 

x + 1 

y - 2 

z +1 

=> M 2 (-l; 2; 

-1), V ọ - 

(1; 

-1; 1) 


1 

1 

1 




(O 

(X - 

l) 2 + y 2 

+ 7 } = 

= 1 =5 1(1; 0; 

0); R = 1 




+) Bước 1: Lập phương trình mật phảng (Q) đi qua 
0(0, 0, 0) nhận Vj, Vọ làm cặp vectơ chỉ phương 

mặt phảng (Q) là: 

X y z 
1 2 3 = 0 

1-2 1 

c: 5x + 2y - 3z + Ị) = 0 
+ ) Bước 2: (P) // (Q) 

: Phương trinh mặt phong (P): 
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5x + 2v - 3z 4- D = 0 
(P) tiếp xúc (C) khi và chỉ khi IH = R 






5 + 1) 



= 1 


-5 - 


—3 + 





D + 5 



Phương trình 2 mặt phảng cần tìm là: 
(P,): 5x + 2y - 3z - (5 + Vãs) = 0 
(P,): 5x + 2y - 3z - (5 - Vãă) = 0 


Nhận xét : 

a) Có 2 dạng chính về lập phương trình tiếp diiện ( ủa 
mật cầu là: 

- Tiếp diện đó đi qua 1 đường thang cho trước. 

Lúc này ta phải chuyển dường thảng đã cho vê dạng 
phương trình tổng quát và sử dụng chùm mặt phan.g. 

- Tiếp diện có cặp véctơ cho trước là cặp ve«ctơ chỉ 
phương 

Trong trường họp này ta tạo ra một mặt phảng mới đi 
qua gốc tọa độ nhận cặp véctơ cho trước làm cặp veíCtơ chi 
phương. Từ mặt phang trung gian đó ta xác địnlh được 
phương trình tiêp diện cần tìm. 

b) Có 2 dạng chính dôi với bải toán lập phương trình 
mạt cáu khi biêt cặp mặt phang tiôp diện là: 

- Cặp mật phàng tiỏp diện là song song 
Cập mật phang tiếp diện Là cắt nhau. 
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CHƯƠNG 3 

LƯỢNG GIỐC TRONG TRM Giác 

Co ba dạng bài tập vế lương giác trong tam giác là: 

- Chứng minh hệ thức lượng 

Nhận dạng tam giác, đặc biệt là bằng bất đẳng thức 

Chứng minh bất đẳng thức; tìm max, min của các 
biểi thức 

ịl . CÁC HỆ THỨC Cơ BẢN TRONG TAM GIÁC 

I. CiC định lý cơ bản 

■. Định lý hàm sô sin: 

—r~— = — c = — c =2R 
sinA sin B sinC 

a = 2Rsin A 
c;> b = 2Rsin B . 

[ c = 2R sin c 

ĩDịìih lý hàm sô cos: 

<1 I)" + c 2hccos A 

. 2 2 •> 

b“ = a“ -f c“ 2accos B 

ịc - a + lr 2abcosC 
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« 


cos A = 
cos B = 
cos c = 


,2 *2 ‘2 
1) ÌC -a 

2bc 

2 . ‘2 k2 

a K ■ b 
2ac 

a 2 + b 2 -c 2 
2ab 


3. Định lý hàm số cotg: 

a 2 = b 2 4-c 2 -4ScotgA 
< b 2 = a 2 4- c 2 - 4ScotgB . 
c 2 = a 2 + b 2 - 4ScotgC 


co 


cot gA = 
cot gB = 
cot gC = 


1.2 2 

b +c - a 

4S 

a 2 4- c 2 - b 2 

4S 

a 2 4-b 2 — c' 2 
4S 


Chứng minh: a 2 = b 2 4- c 2 - 4S cotgA 
Ta có: a 2 = b 2 4- c 2 - 2bc cosA 


= b 2 4- c 2 - 4 


v2 


bcsin A 


cos A 
sin A 


= b 2 + c 2 - 4ScotgA. 

4. Công thức đường trung tuyến: 


m. = 


«2 . '1 '1 
2 _ b 4- c a 
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2 


4 




5. Công thức dường phản giác trong 

A A 

2bc cos — 


h 4 c 


2ca cos 


1 „ = 


L 


B 

2 


c 4 a 

2abcos — 
2 



a 4- b 
Chứng minh: 
ỉ a có S ABC = S ABD + S A(?D 


A 


=> — bc sinA = —bl a sin— + cl a sin 
2 2 2 2 

=> 2bc sin Ạ cos Ạ = (b + c)l a sin Ạ 
2 2 2 


=> 1 , = 


2bc cos 
b + c 


A 


II. Các hệ thức biến đối trong tam giác 


1 . 


sin(A 4 B) = sinC 
sin(B + C) = sin A & 
sin(C 4- A) sin B 


Ịcos(A + B) - -cosC 
cos(B + C) = -cos A • 
cos(C 4 A) cos B 


c 
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2 . 


A+B c 

sin—-— = cos — 
2 2 

B + C A 

sin —-— = cos —— 

2 2 

C + A B 

sin —-— = cos — 
9 9 


& 


A + B . 0 

cos —-— = S1Ĩ1 — 

2 2 

B + C . A 

cos —-— = sin —- 
2 2 

c + A . B 

cos——— = sin — 
9 9 


A B c 

3. sinA + sinB + sinC = 4 cos— cos —cos — 

9 9 9 

. ÍA íd ít 


cosA + cosB + cosC =1+4 sin— sin — sin — 

2 2 2 

tgA + tgB + tgC = tgA . tgB tgC. 

4. sin2A + sin2B + sin2C = 4 sinAsinBsinC 
cos2A + cos2B + cos2C = -1 - 4 cosAcosBcosC. 

5. sin 2 A + sin 2 B + sin J C = 2 + 2 cosAcosBcosC 
cos 2 A + cos 2 B + cos 2 C = 1-2 cosAcosBcosC. 

a A B B c C A - 

g f g f 8 f g 2 g 2 g 2 

cotg— +cotg— + cotg— =cotg— . cotg— . cot.g—. 

2 2 2 2 2 2 

tmể L* iLể w Ểmé 


III. Công thửc tính diện tích và bán kính đường tròn 

I g_ đáy X đường cao 
2 

1 


2 
abc 

Tr 

pr 


X tích 2 cạnh X sin góc xen giữa 



Vp(p - n)(p b)(p - c) 


1 6S- - 2(a ỉr’ 4- Ị) J C 4- <ra J ) - (a* 4- b' + c 4 ) 


2 cạnh _ abc 

2 X sin góc đói 4S 

3. í' = — = (p - a)tg A = (p - b)tgỄ = (p - c)tgg 
p 2 2 2 



§ 2. CHỨNG MINH HỆ THỨC LƯỢNG 
VÍ DỤ 1 

Chứng minh trong AABC ta có: 

cotgA + cotgB + cotgC = — a ~ + — - — . 

abc 

LỜI GIẢI 


cot gA = 
cot gI3 = 
cot gC = 


1 2 2 
b 4- c - 

9 

a 

4S 


9 o 

a 4 c - 

b 2 

4S 


a 4 b - 

2 

c 

4S 


=> 
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Ạ . . n a +1) 4-c 

cotgA + cotgB + cotgC - -—- 

4o 

a +1) + c 

Ị a ^ C 

Tr 

= R(a 2 4- b 2 + c 2) 
abc 

VÍ DỤ 2 

Cho ;áABC có 2 đường trung tuyến là AA', BB'. Chứng 
minh AA' 1 BB ' <=>cotgC =2(cotgA + cotgB) 

LỜI GIẢI 

*) AA’ 1 BB' co AAGB vuông 
co GA 2 + GB 2 = AB 2 

co i(m a 2 + m b 2 ) = c 2 
9 




co a 2 + b 2 = 5c 2 

*) cotgC = 2(cotgA + cotgB) 

2 , 2.2 /, 2 2 2 2 2 1-2 

a +b +c _ 0 b +c ~a c +a -b 
co --- = z -—-H--- 

4S 4S 4S 

co a 2 + b 2 - c 2 = 4c 2 
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<=> a + ỉr = 5c 2 . 

Vậy AA' -L BB' « cotgC 2(cotgA + cotgB). 


VÍ DỰ 3 


Chứng minh trong 1 ABC ta có 

, sin(A-B) _ a 2 -b 2 
sinC c“ 

A . B . c 

sin sin sin - 

bì ~ +_ Ị .Ấ. +__ Ịjl = 2 

. H_c _ A_ c A B 

cos — cos— cos cos cos — cos 

2 2 2 2 2 2 

-4 + _L_ + = 

sin A sin B sin c 


1 

9 


, A 4 _ B c 
ÍB 2 +tB 2 +tB 2 


. cot g “ 



c 

• cot g Ỷ 

í* 


> 

7 


A B C’ 1 

d) I cot g ~, cot g , cot g -- là cấp sô cộng 

Ị 2 2 2 J 

A p 

<=> cotg— . cotg— = 3 

2 2 


eicosA = JHp .- _»■> . 
2 V bc 


LÒI GIẢI 


a) 

Vế phải 


sin 2 A - sin 2 B 
sin 2 c 

/ l-cos2A 1 -cos2B N 


1 


sin 2 c 
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cos2B-cos2A _ sin(B 4- A)sin(A - B) 
2sin 2 C sin 2 C 

= SÌn(A ~ B) = Vế trái 
sinC 

o ; A A ẳ 0 . B B ẵ 0 . c c 

2 sin —- cos —- + 2 sin cos —- + 2 sin — cos - 

b) Vế trái = - 2 -2- 2 2 - -2—_2 

o_A B c 

2 cos -- cos — cos 
2 2 2 

sin A + sinB + sinC 

“ 7“ A B c 

2cos-—cos —cos — 

2 2 2 

4 c 

4 cos — cos — cos — 


rv u V 

— cos — cos — 

% - ‘À -2- = 2 = Vê phải. 

A T*» * 


o A B c 

2 cos ^ coscos — 
2 2 2 


c) Vê phải 


1 f*A , f B , . c , A B 

A 1 tg ^ + tg Ỹ + tg -£■ + cot g y + cot g — + cot g 
ị tg^ + cotg^ + tg-^+cotg^ + tg^ + cotg-^ 


1 111 
2 . A_ A + . B_ B + . c c 

Sin - cos—- sin—cos — sin — cos — 
V 2 2 2 2 2 2 

= —r—r + ——— + ——— = vế trái. 
sinA sinB sinC 

d) cotg-^- . cotg— = 3 
2 2 
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<=> cotg-2- . eotg — . cotg —- = 3 cotg —. (cotg— > 0) 

2 2 2 2 2 

_ . A ^ _ 4 c 0 B 

e> cotg-l + cotg-Ị- = 2 cotg 

9 9 


2 


_ „ , A B _ c ,* A' - 

<=^ cotg-ỷ , cotg— . cotg ~ là cap sô cộng. 


1 2 , 2 „2 

V Ạ u + c ii 4 . 

e) cosA = ---—— = -1 + 2 cos 


2bc 


'A' 
V 2 y 


2 cos 


2 A 


,2 „2 .. 2 

b + c - a 


+ 1 


2 2bc 

(b 2 4- c 2 + 2bc) - a 2 
2bc 

(b + c) 2 - a 2 
2bc 

=> cos 2 — = (b + c + aKb + c-a) 

2 4bc 

(a + b + c)[(a + b + c - 2a)] 
4bc 

_ 2 p(2p-2a) _ p(p-a) 

4bc bc 

=* cosẠ = j p(p - a ) . 

2 V bc 


VÍ DỤ 4 

Cho , 1 ABC có m u 5, m h ~-4 f m, 3 

1. Tính độ dai các canh cùa \ABC 

2. Chứng minh \ < 45° . 


14CUĐHH ■ 
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LỜI GIAI 


.2 , .2 _ 2 

2 OK b + c a 

m =25 = —--— 

a 2 4 

2 _ ic _a +c b 

m». =16 = —--— 

b 2 4 

2 n a + b c 
c 2 4 


2b 2 + 2c 2 - a 2 =100 
=> -12c 2 + 2a 2 - b 2 =64 


2a 2 +2b 2 - c 2 = 


=> a 2 + b 2 + c 2 = 


- a 2 - a 2 = 200 


b 2 -b 2 =64 


-c’=36 


=> <b 


3 

4VĨ3 

3 

2V73 
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2. cosA -- 


» 2 ‘2 _ 2 

ỉ) í (• - a 

2bc 


208 292 100 ì 3.3 

,9 9 9 J 2 .4 -n/Ĩ3 . 2V73 


400 = 25 > V2 

I6V949 VÕ 49 2 


=> cosA > cos45° => A < 45°. 


VÍ DỤ 5 

Giả sử a, b, c là độ dài 3 cạnh AABC . Biết a 2 , b 2 , c 2 là độ 
dài 3 cạnh AA'B 'C'. 

2. Chứng minh AABC nhọn 

2. Háy so sánh góc bé nhất của AABC với góc bé nhất 
MBC'. 

LỜI GIẢI 

1. AA'B'C' có a' = a 2 . b’ = b 2 , c’= c 2 

a'+b'>c’ a 2 +b 2 >c 2 c < 90° 

b'+c' > a' => ‘ b 2 + c 2 > a 2 => < A < 90° 
c'+a'> b' c 2 +a 2 >b 2 B < 90° 

=> AABC nhọn 

2. Giả sử được a < b < c => A < B < c => A< 60° 
a < lr < C” => a' < b' < c/ => A' < B' < C' => A' < 60° 

Xét cosA - cosA' = £-±£ -1 1- - 

2bc 2b c 
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sơ I *I 


b 2 +c 2 - a 2 b 1 + c 1 - a 1 
2bíĩ " " 2b-c 2 

bc(b 2 + c 2 - a 2 )-b' -c 4 +a 4 

2b v 

(b 3 c - b 4 ) + (bc 3 -c 4 ) + (a 4 -a 2 bc) 

■ ibV 

_ b*(c - b) + c' { (b - c) + a 2 (a 2 - bc) 
2b 2 c 2 

= (b -c)(c 2 - b ;i ) + a 2 (a 2 - bc) ổ 0 
2b 2 c 2 

:=> cosA - cosA' < 0 
=0 cosA < cosA' 

=> A > A’. 

VÍ DỤ 6 

Chứng minh trong AABC có 

r , . A . B . c 

— = 4 sin — sin-- sin-f 

R 2 2 2 

LỜI GIẢI 

s _ abc _ abc 

pR 4pR 2 (a + b + c)2R 2 

2R sin A . 2Rsin B . 2R sin c 
2R 2 (2Rsin A + 2Rsin B + 2RsìnC) 

_ A .13. c 

= 4 sin—sin —sin--. 

2 2 2 
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VI DỤ 7 


Chu 1 ABC có 1 là tàm đường tròn nội tiếp. Chứng 
minh: 


1A.IB.IC - 4Rr ’ . 


LỜI GIẢI 


Xét A vuông IAC,: 

r = IA.sin— . 

2 

Tương tự: r = IB.sniy 

r = IC.sin — 

2 

=* r :í = IA.IBIC.sinẶ.sinẶ.sinậ 

2 2 2 

r 

4R 

=> IA.IB.IC = 4Rr 2 . 

VỈ DỤ 8 

Cho á ABC t I là tâm đường tròn nội tiếp, r là bán kính. 
Ci ỌI R, Rị, R>, Rị lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp 
các A ABC, IBC , ICA . IAB. 

Chứng minh: Rị.R 2 .R i =2R 2 r. 

LỜI GIAI 

Xét A IBC ta có: 
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Rì = 


BC 


a 


a 


2sinBIC 


2sin 


71 - 


B + c 
2 


-« \ 


2cos 


A 

2 


Tương tự: R 2 = 2 R sin — 

2 

R 3 = 2R sin — 

2 

=> Rj.R 2 .R 3 = 8R\(sin — .sin — .sin —) 

2 2 2 


= 8R 3 . 


3 r 


4R 


= 2R 2 r. 


VÍ DỤ 9 

Ị 


Chứng minh trong AABC ta có: 

(R a 2 + P 2 )(R a - r) = 4R.R a 2 (*) 

LỜI GIẢI 


(*) <=> [p 2 tg 2 4 + p 2 ]-tptg 4-(p-a)tg Ạ ] 


<=> 


1 


. A 
sin — 


.a = 4R. 


cos 


co 


2 

2R.sin A 

2 A 
cos —- 
2 


cos 


A 

2 


. A 
sin — 

4R. —— 

___ A 

cos 

2 


co sinA = sinA (*) đúng. 


= 2Rsin4 
2 


= 4R.p 2 .tg 2 A 

2 
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§3. NHẬN DẠNG TAM GIÁC 


Bài toán xác định dặc điểm tam giác từ hệ diều kiện 
c a cho được gọi chung là bài toán nhận dạng tam giác. 

Cỏ 2 phương pháp giải chính cho bài toán nhận dạng 
tam giác là: 

- Biên đôi hệ điểu kiện dã cho về các phương trình 
liượrg giác. Sau khi giải các phương trình đó ta tìm được 
díạng của tam giác. 

- Sử dụng bất đang thức bằng cách đưa hệ điều kiện đã 
cho trở thành hệ điểu kiện xảy ra dấu " = " của bất đẳng 
thức. 


I> Ạ>G 1. NHẬN DẠNG TAM GIÁC VUÔNG 

Vi DỤ 1 

Chứng minh: AABC vuông <=> S -Ị n A 1 CQS B = tgA (*) 

sin B + cos A 

LỜI GIẢI 

*v _ sinA + cosB sinA 

) <=> ' -— = ——- 

sinB + cosA cosA 

c=> cosA.cosB = sinA.sinB 

w> cos(A + B) = 0 

<=> -cosC = 0 

<=> c = 90°. 


VÍ DỤ 2 

2hứng minh A ABC vuông <z> 
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b c a /*v 

—“TT +——— ( ) 

cos B cơs c sin B. sin c 

LỜI GIẢI 

sin B sinC sin A 

(*) <z> — : + — — ^ ; - 

cos B cosc sin B. sin c 

sin (B + C)_ sin A 
cos B. CCS c sin B. sin c 

<=> cosB.cosC = sinB.sinC 

o cos(B + C) = 0 

<=> cosA = 0 

o A = 90°. 

vi DỤ 3 

Chứng minh à ABC vuông <=> cosB + cosC = — f ( - (*). 

a 

LỜI GIẢI 


(*) 


cosB + cosC = 


sin B 4-sinC 
sin A 


0 B + C _ B-C 
<=> 2 cos —-— .cos 


2 


2 


A 

= sin 2" 


0 . B + C _ B-C 

2 sin - .. . cos — 

2 2 


o • A A 

2sin~.cos-f 

2 2 


o 2 sin-Ạ = 1 

2 

o cosA = 0 
o A = 90°. 
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ví DỤ 4 

Chứng minh AABC vuông o 

sinA 4 sinB 4 sinC = 1 4- cosA + cosB 4 cosC (*) 

LỜI GIẢI 


A _ A 
— cos —— 

2 2 


(*)<=> 2sin —cos— +2sin B + C .cos^^ 


2 


= cosậ 


- , o B + C_B-C 

= 2cos — 4 2 cos—-—.cos-— 

2 9 9 


-‘‘4 


A 

<=> cos — 
2 

, . A A x B - ( 

(sin — - cos — ) - cos 

9 9 9 

*Lt éLí 

'1 

- .(sin- 

, . A 
e> (sin—- 

2 

A ư A B - 

- cos — )(cos - cos 

2 2 2 

I o 

II 

o 

c? sin( — 

71V . A 4 B-C . A 
- -_).sin-.sin — 

-B + C 

2 

4 2 

2 

<=> sm( — 

- — ).sin( — - —).sin(-- 

-Ễ). 

2 

4 4 2 4 

9 


A V 
cos — ) 

9 


= 0 


<=> 


sin(-^ -~) = 0 
2 4 

sin(4--“) = 0 o 
4 2 

sin(~ - —) = 0 
4 2 


A = 
B = 


7T 

2 

71 

2 


c = - 


C9 A ABC vuông. 
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vi DU 5 


Chứng minh AABC ưuỏng 

<=> sinA + sinB + sinC = 1 - cosA + cosB + cosC (*). 

LỜI GIẢI 

(*) <=> 2sin — cos — + 2sin ^ ^ cos ^ - 
2 2 2 2 

n _ 2 A ^ B + C B-C 
= 2sin — + 2cos—:—cos—-— 

2 22 

<z> sin — (cos — — sin -Ạ) + cos ^ ^ (cos ^ —sin -ộ-) = 0 
2 2 2 2 2 2 

, . A . A w . A 1AA B : Cv _ n 

<=> (cos — - sin )(sin 4- cos—-—) =u 

2 2 2 2 

- ^ - 

<=> cos — = sin — <=> tg — = 1 o A = 90°. 

2 2 2 

VÍ DỤ 6 

Chứng minh 

À ABC vuông o s == p(p - c) (*) 

LỜI GIẢI 

(*) <=> s 2 = p 2 (p - c) 2 

<^> p(p - a)(p - b)(p - c) = p 2 (p - c) 2 

<=> (p - a)(p - b) = p(p - c) 

o (b + c - a)(c + a - b) = (a + b + c)(a + b - c) 

<=> c 2 - (a - b) J = (a + b) 2 - c 2 
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c> a 2 + b 2 = c 2 
C>c = 90°. 

Ví DỤ 7 

('hửng minh 

A ABC vuông o R A = R B + R c + r (*) 
LỜI GIẢI 


R..\ = ptg 


A 


r = (p - a)tg 


A 
2 J 


Ra = 


_ P r 


s 


p - a p - a 


/ -4- \ . o o 

(*) *=> —— = —+ —— 4- 

p - a p-b p-c p 

1 1 11 

c=> —:-— = ——- + —— 

p - a Ị) p - b p - c 

a 2p - b - c a 

o -= ————-=-—- 

p(p-a) (p - b)(p - c) (p-b)(p-c) 
c=> p 2 - ap = p 2 - (b + c)p 4- bc 
o b 2 4- e 2 = a 2 
oẴs 90°. 

VÍ DỤ 8 

Chứng minh 

ABC vuông o 2R + r = p (*) 

LỜI GIẢI 


Nhận xét: sinx + siny 4- sinz - sin(x + y 4 z) 
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, • x + y . y + z • z + x 
4 sin—— .sin——.sin—— 

2 2 2 


2 2 
Hệ quả: Nếu X + y + z = kĩĩ thì: 


z + X 


, .. 4 ... X + y • y + z 

sinx + siny + sinz = 4 sin—— .sin—— .sin 

2 2 2 

(*)<=> 2R + 4R.sin Ạ sin — sin —=R (sinA + sinB + shC) 

2 2 2 

<=>1 + 1+4 sin — sin — sin — = sinA + sinB + sin ' 

2 2 2 

£*£*•** 

<=> 1 + cosA + cosB + cosC == sinA + sinB + sinC 
<=> (sinA - cosA) +(sinB - cosB) + (sinC - cosC) -]= 0 

k 

2 


<=> sin(A - í-) + sin(B - —) + sin(C - — ) 
4 4 4 


0 


=sin Ị 


A-^ = X 
4 


Đặt B - — = Y 
4 


71 


C~^ = Z 
4 


1 =>X + Y + Z = A + B + C- — = — 


(*) o sinX + sinY + sinZ - sin(X + Y + Z) = 0 

0 


. . : X + Y . Y + z . z + x 

<==> 4 sin ——. sin ——. sin 


<^> sin 


2 

A + B 7T 


2 


2 


4 


Lsin 


V 


2 

B 4- c 7t 

2 4 


.sin 


c +A 71 

2 4 


= 0 
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c=> 


c=> A ABC vuông. 



n 

C] 

• í 71 

A 

ì • í 71 

B 

sin 

— 

- — 

•Sin — - 

- — 





2 ý 

l 4 

2 

I u 

2, 

r. 

. 71 

c 





sin(— 

=0 





4 

2 


c 

II 

CD 


sin(— 

A 

) = ()<=> 

A 

II 

CO 

o_ 



4 

2 






7C 

B 


B 

= 90° 


sin(— 

=0 

- 



- 

4 

2 






= 0 


ví DỤ 9 


Cho ã ABC thỏa mãn các điếu kiện sau 
A,B<90° 

sin” A + sin 2 B = ỉị/sinC (*) 
Chứng minh: AABC vuông tại c. 


LỜI GIẢI 


Nhận xét: 

1 > sinC > 0 => sin“C < x/sirrC == sin 2 A + sin 2 B 

=> c~ < a“ + lr (nhân 2 vế với 4R 2 ) 
=> c < 90" 


(*) » sin 2 A + siivB + sirrC - ựsnTc + sin 2 C 


co 2 -f- 2 cos Ạ . cos B .cos c \/sin c + sin 2 c 

■0 >0 >0 ] <1 


>0 


>0 


I 





cos c 0 ^ £ _ gQ „ 
sin c = 1 


Tính các góc A ABC biêt rằng: 

b 2 +c 2 <a 2 (1) 

ỊsinA+ sinB+ sinC = 1 +V 2 (2) 

(1) » A > 90° <=> — > 45° <=> cosẠ < 

2 2 2 

/o\ ^ • A ,0 „• B+ c B - c , JZ 

(2) o sinj\ + 2 sin-—— .cos——— = 1 + V2 

= A <3 /2 - 1 

2 2 

=> Vê trái < 1 + yfĩ. 


sin A = 1 
A Jọ. 

Dấu " = ” «icos4 = ^ 

2 2 

B - C 

cos ——— = 1 
2 


A = 90 _ A = 9(T 
<=> <=> ^ ^ 

B = c B = c = 45° 


Ẩ = 90° 


DẠNG 2. NHẬN DẠNG TAM GIÁC CẢN 

VÍ DỤ l 


Chứng minh 


\ ABC cân co sin — -COS* — = sin — .cos’ 

22 2 
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< 1« 



LƠI GIAI 


(*) «• 


A 

sin-7 , 

9 1 


_ B 

sin , 
9 1 


A 2 A B _7 B 

cos cos 7 cos -7 cos 77 

2 2 2 2 


A / , . J A , , B /« , , 2 B V 

» tg~ .(1 + tg-77) = tg-^-íl + tg 77) 

9 9 9 9 


, A t B V, 2 A 2 B A B - V _ /~v 

o (tg-A - tg— Ktg 77 +tg 77 + tg77.tg77 +1) = 0 

2 2 2 2 2 2 

V 

>0 


A 

tg— = tg7 

2 2 

co Ấ = B. 


Chứng minh: 


VÍ DỤ2 


A ABC cân co atgA + btgB = (a + b).tg — 7— (*) 


2 


LỜI GIẢI 


(*> co a(tgA - tg A - ị -~ ) + b(tgB - tg — — ) = 0 


2 


. V • A-Ii _ r _B-A 
sin A.sin sin B.sin — 


co 


+ 


. A + B D A + B 

cosA.cos cosB.cos 

2 2 

co sin - (tgA tgB) = 0 


= 0 


‘2 
—ề 



co 


. A-B ^ 

Sln 2 »Ầ=BoA ABC cân tại c 


tgA = tgB 


Ví DỤ 3 


Chứng minh 


A ABC cân co h 2 = a.b.cos 2 — (*) 

2 


LỜI GIẢI 


(*) co (bsinA) 2 = ab.cos 2 — 

2 

Q 

CO 2R.sinB.sin 2 A = 2r.sinA.cos — 

2 

Q 

CO sinA.sinB = cos — 

2 

co cos(A - B) - cos(A + B) = 1 + cosC 


= -cosC 


co cos(A - B) = 1 
co Â = B. 

VÍ DỤ 4 

Xác định dạng của A ABC biết rằng 

acosB - bcosA = asinA - bsinB (*) 

LỜI GIẢI 


(*) co sinA.cosB - sinB.cosA = sin 2 A - sin 2 B 
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vo 2sin(A - B) = 1 cơs2A 1 + cos2B 
2sin(A - B) = - 2sin(A + B).sin(B - A) 

^ sin(A - B) = 0 
sin(A + B) = 1 


<=> 


r n 

c = 90° 
Ầ = B 


<=> A ABC vuông hoặc cân tại c. 


ví DỤ 5 


Cho 1 ABC thủa mãn 


sin A -I- sinB -f sinC 
cosA + sinB -sinC 


cotg 


A 

2 


_ c 

g 2 


Cỉì ứng minh: A ABC cân. 


LỜI GIẢI 


Nhận xét: 

Mẫu sô = 2sin —ị ^ .cos A - lP -2sin —. 


cos 


(*) » 


= 2cos £ (cos - cos - A + B ) 

2 2 2 

= 4sin — .sin — .cos — 

2 2 2 

A B c 

4cos —.cos —.cos - . ~ 

9 9 9 A c 

— 1 ~ i~c =cots f colg i 

4 sin '. sin —. cos ' 

2 2 2 


«cotgẠ.cotg£ = cotg — .cotg 
2 2 2 


c 

2 


c 

2 


isócđhmh 
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Chứng minh 


A ABC cân <=> 


CQS 2 A + cos" 13 
sin" A 4-sin 2 B 


= ị(cotg-A + rotg- B) (*) 


LỜI GIẢI 


(*)<=> 9 cos “ A + cos 2 13 _ cos~ A [ cos 2 15 

sin 2 A + sin 2 13 sin 2 A sin 2 13 

tĩ. cos ~ A + cos 2 B _ cos 2 A _ cos 2 A cos 2 A + C(0S~ 13 

sin" A 4-sin" B sin" A sin" A sin" A 4 - sim" B 

^ snr Acos~ B-snr B.COS" A _ cos L Rsin J A - siiv B. COS" A 
sin- A(sin- A 4- sin" B) sin" B(siir A 4- sin B) 

<=> sin( A 4- B) .sin(A - B).(sin 2 B — siir’A) = 0 


=sinC 




sin(A - B) = 0 * ' 

. <=> A = B <=> A ABC cân. 

sin B = sin A 


Vi DỤ 7 


Chứng minh 


A ABC cân <=> 


1 4- cos B 2a 4 c 
sinB *v/4a 2 -c 2 


(*) 



LƠI GIAI 


/*v (1+cosB) 2 __ (2a + c)“ 

' ' ' ’ . ■> — ■> 2 

sin“ B la c“ 

^ (1 + cos B) 2 _ 2a + e 
1 - cos 2 B ~2a-c 

1 + cos B 2a + c 
<=> - 1—--.- 1 1 - — 

1 - cos B 2a - c 

, , 2cosB , , 2c 
1 - cos B 2a - c 

] - cos B 2a - c 
- 1 ——— = ——- 

cos B c 

_ Ị = 2a = 2 sin A 
cosB c sinc 

c=> sinC = 2sinAcosB 
o sinC = sin(A + B) + sin(A - B) 

<=> sin(A - B) = 0 
» Ấ - B. 

VÍ DỤ 8 

Tính các góc của AABC biết 

siirA + sirrB 4- 2sinAsinB = — + 3 cosC + cos~C (*) 

4 

LỜI GIẢI 


(*) <=> (sinA + sinB) 2 = 


cos c 4- 


3 

2 
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<=> sinA + sinB = cosC + 


3 

2 


<=> 2 sin — B cos A B = 2 COS-— - 1 + - 


2 


2 


2 


2 


<=> 2 COS' — — 2 cos ——— cos — + Ầ = 0 
2 


2 


A' = cos L 


2 A-B , . a-A-B 


- 1 = - sin 


(*) o 


A' = 0 

„c 1 _ A-B 

cos — = — cos--- 

2 2 2 


2 2 
<0 

. A - B n 
sin ——- = 0 


<=> 


<=> ị 


ÍÂ = B 

c = 120° 


<=> 


c 1 

cos — = — 

2 2 

Ầ = B = 30° 

c = 120° 


vi DỤ 9 

Xác định các góc AABC biết 

2 cosAsinBsinC + «/3 (sinA + cosB + cosC) 


17 


(*) 


LỜI GIẢI 


Ta có: 


1 2 2 2 

2 cosAsinBsinC= 2 . — — — . sinBsinC 


2bc 

_ sin B 2 + sin c 2 - sin A 2 
sin BsinC 

= sin 2 B + sin 2 C - sin 2 A 


. sinBsinC 
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Do dó (*) 

> siĩvB + sin c sirrA 4- (sinA 4- cosB 4- cosC) = — 

4 


2 ~(cos'B 4- cos 2 C 4- sin 2 A) 4-^/3 (cosB 4- cosC 4- sinA) = — 

4 

(sirrA -->/3 sinA) +(cos 2 B->/3 cosB) 4- (cos 2 C-V3 cosC) 
9 

+ 2 . = 0 


» s 


2Ĩ )-’ + (cosB - ệ f + (cosC -Ậf = 0 
2 2 2 



• A V3 
sin A = 

o 



Ẵ = 60° 

c=> - 

2 

s 

<=> < 

Ầ = 120° «• ' 





cos B = cos c = 

T" 


B = c = 30 ° 


í Ầ = 120° 

B = c = 30°. 


Vi DỤ 10 


Cho 1ABC í/ỉỏa mãn các c?iên Ảnện san 


Í A,B <90° 


(*) 


tg 2 A + tg“B = 2tg 2 


' A + B N 

, 2 , 


Ch ứng minh \ABC cân. 

LỜI GIẢI 


Nhận xét: 

+) Vx, y e R. X" + y- > ì(x + y ) 2 

2 


( 1 ) 
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"=" ox = y. 

+) Vx, y € (0, -ĩ.), tgx + tgy > 2 tg- X -^- (2) 

2 2 

o X = y 
Tông quát: 

V x„ Xọ, .... x„ e (0, i) ta có: 

2 

tgx, + tgx, + ... + tgx„ > n tg X) + x ~ " —' — 

n 

(Bất đắng thức Jen sen) 

— co Xj — X L ) — ... — x„ . 

Chứng minh (2) 

_ x + y 

(2) «. sin (* 1Ũ >2 g- 

cos X cos y X 4- y 

IxUo ———————— 

2 

<z> 2 sin x trí CQS~ — y . > 2 sin - cosxcosy 
2 2 2 

<=> 1 + cos(x + y) > cos(x + y) + cos(x - y) 

o 1 > cos(x - y) 

Vậy (2) đúng, "=" <=> X = y 

Áp dụng: 

2 

vế trái = tg-A + tg-B > i(tgA + tgB) 2 > ì ị 2tg— 

2 V 2 

A + B 
= 2tg a —ỊP 
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\)nứó {*)<=> ị ígA y oẨ=B. 

í A = B 

DẠNC; 3. N HẬN DẠNG TAM GIÁC OKU 

vi DỤ 1 

Cho \ABC thủa màn các điều kiện sctu 
Ị sin 3A + sin 3B + sin 3C = 0 (1) 

cosA.cosB - sin 2 ~ (2) 

Chứng minh: ả ABC đểu. 

LỜI GIẢI 

(2) <=> cos(A - B) + cos(A + B) = 1 - cosC 

=-cosC 

o cos(A - B) = 1 
» A = B 

=> c = 71 - 2A; 0 < A < ị 

2 

(1) »2 sin3A + sin3C = 2 sin3A + sin3(7T - 2A) = 0 
o 2 sin3A + sin6A = 0 
c=> 2 sin3A (1 + cos3A) = 0 

r. _ kn 

sin3A = 0 ĩ 

o <z> I 

cos3A = -1 I ^ 7t 2k:r 

l' ~ t ~t~ 
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Do 0 < A < — nẻn A = — 

2 3 

Vậy A ABC đều. 

VÍ DỤ 2 

cosB.cosc = i (1) 

Cho A ABC thỏa mãn: 

_ 2 _a :, -b :l -c s 

a =---— (2) 

a - b - c 

Chứng minh A ABC đều. 

LỜI GIẢI 

(2) o a 3 - a 2 (b + c) = a 3 - (b 3 + c*) 

<=> a 2 (b + c) = (b + c)(b 2 + C J - bc) 

<=> b 2 + c 2 - 2bc.cosA = b 2 + c 2 - bc 

<=> cosA = — o A = — . 

2 3 

(1) => cos(B + C) +cos(B-C) = i 
-cosA=-| 

=> cos(B -0=1 

=> B = c. 

Vậy A ABC đều. 

Vi DỤ 3 

_í sin B + sin c = 2 sin A (1) 

Cho A ABC thỏa mãn 

ỊtgB + tgC = 2tgA (2) 
Chứng minh AABC đều. 
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LƠI GIAI 


^ sin(B + C) 2sinA 
cos B. cos c cos A 

<=> cosA = 2 cosB.cosC = cos(B + C) + cos(B - C) 

=—cos À 

<=> cos(B - C) = 2 cosA 

1) '«=> 2 sin iLL .CCS Ễ-li. = 2.2.COS — .sin — 

2 2 2 2 

B-C . A 
2 2 

2 2 

=> 1 + cos(B -0 = 4(1 - cosA) 

=>1+2 cosA = 4-4 cosA 

=> cosA = — => A = 60° 

7 

ếrnm 

-=> cos(B - C) = 1 => B c 
=> A ABC đều. 

VÍ DỤ 4 

'hứng minh 

A ABC dều o bc VI = R [2(b + c) - a] (*) 

LÒI GIẢI 

<*) <=> 2R.sinB.2R.sinC.V3 


R [2(2R.sinB + ăR.sinC) - 2R.sinA| 



co 2 Vĩ sinB.sinC = 2 (sinB + sinC) - sin(B + C) 

C 0 V 3 sinB.sinC + sinB.cosC - 2 sinB + yfĩ sinB.s n< 

+ sinC.cosB - 2 sin(' 0 

co sinB (^-sinC + -ị- cosC - 1) 

2 2 

+ sinC (—sinB + -ịcosB - 1)= 0 
2 2 

co sin B.[sin(C + •—) -1] + sin c [sin(B + y) -11 = 0 
>0 ^ " . 6 — 


<0 


<0 


Do đó vế trái < 0 = vê phải 


"=" co sin(B + —) = sin(C + —) = 1 
6 6 

co B = c = ~ 

3 


co A ABC đểu. 


VÍ DỤ 5 


Cho A ABC nhọn thỏa mãn 

J_ 1_ , 1 = 1 | 1 | 1 

>s A + cos B + cos c ■ sin A + sin B sin c 


cos 


Chứng minh AABC đều. 

LỜI GIẢI 


11 > 21 2 - ị 

cos A cos B V cos A. cos B V cos A.cos B 



4 


2 


> 


cos A + cos B 


cos 


2 

Ả + B .A-B = ~T~C A-B 

.cos _ sin xos 
"> 2 2 -> 


> 


sin 


c 


Tương tự: 


—Ị—+—!— s -2— 

cosB cosC • A 

sin —- 

2 

cosC cosA • B 

sin 

2 


sin .cos 

7 2 2 
<1 




— 4—^- 77 -“ ^-— -j- — -f —— 

cos A cos B cos c A B c 

sin 

4 

=" <=> A = B = c <=> A ABC đêu. 


sin - sin - sin 
2 22 


vi DỤ 6 

Chứng minh 

A ABC đểu <=> cotgA+ cotgB+ cotgC = tg— + tg— 4- tg — 

2 2 2 

LỜI GIẢI 

cotgA + cotgB = - s . in < A ±21 , lgin£_ 

sinA.sinB cos(A B)-cos(A + B) 

2sinC 

cos( A - B) + cosC 

~<ĩ~ 
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> 


2sin c 
1 4 cos c 


. c c 

2.2 sin _ .cos — 

2 2 


2cos' 


c 


2 tg 


c 


cotgA 4 cotgB > 2 tg —. Tương tự: 


cotgB 4 cotgC > 2 tg 
cotgC 4 cotgA > 2 tg 


A 

2 

B 

2 


=> Vế trái = vế phải <=> "=" xảy ra « Ả = B == c 
<=> A ABC đều. 


VÍ DỤ 7 

Chứng minh ầ ABC đều 

<=> cosA 4 cosB 4 cosC = sin — 4 * sin — 4 sin— (*) 

2 22 

LỜI GIẢI 


cosA 4- cosB = 2 cos ® .cos ——— 

2 2 

_o A-B . c . c 

= 2 cos—:— .sin — < 2 sin — 
2 2 2 


<1 

Dấu •’=" o A = B. 

Tương tự: cosB 4 cosC < 2 sin — "=" » B = c 
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cos c + cosA < 2 sin - "=" <=> c = A 

2 

Vế trái = vẽ phải cx>xảy ra 

o A = B := c 
<=> A ABC đểu. 

vi DỤ 8 

Chứng minh 

\ ABC đều o cotg~ — + cotg“ — + cotg' — = 9 

2 2 2 

LỜI GIẢI 


Nhận xét: 

s = cotg A + cotg^ + cotg^ = cotgẠ .cotg — .cotg — 
2 2 2 2 2 2 

=> s > 3 lị cot g Y . cot gy.cotg^- = 3>/S 


=> s 3 > 27S => s 2 > 27 


"=" <=> A = B = c 

Ta có: 


3.vê trái = (l 2 + l 2 + l 2 ).(cotg 2 — + cotg 2 — 4- cotg 2 

2 2 

> (cotg— + cotg — + cotg — ) 2 > 27 
2 2 2 

=> Vê trái > 9 = vê phải 

Dấu "=" oẦ = B*CoA ABC đều. 
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vỉ DỤ 9 


Chứng minh \ ABC đếu 

cr> —!- f —!— + —- (cotgA + cotgB + cotgC) y[ ị *) 

sinA sinB sinC 

LỜI GIẢI 


Cách 1: 

w , • 1 - cus A 1 - cos B 1 - cos ( 1 

sinA sin 13 sinC 

2sin _ 2sin — 2 sin 

2 2 , 2 

■ , ~ A " A + , . B _ B + , . c c 

2sin .cos 2sin -.cos - 2sm - .cos- 

2 2 2 2 2 2 

A lí (’ 

= tg^ +tgỊf + tgi- 
2 2 2 

^ o * ~ A + B + c 


(áp dụng bất đảng thức Jensen vói n = 3) 

= 3 tg— = = vế phải. 

6 

(*) » "=" xảy raoA = B = C«A ABC đều. 

Cách 2: Không dùng bất đảng thức Jensen 

(*) otgA + tgA +tgệ = 

2 2 2 

«• (tgA + tgA + tgA) 2 = 3 
2 2 2 

2 A . ’ B . 2 ^ 

<=> tg-— + tg y + tg-ỳ 

í* i» 
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Ị 


, .... A ỉi ằ n t c c A 

+ + tgytgy : 


^ tfr '4 +t * 2 f +t ^ tgệtg®+tg®tg£+tg£tg~ 

«(tg A - tgỊỈ)- + (tgỊỊ - tg£) j + (tg£ - tgẠ)- = 0 
2 2 2 2 2 2 

<=> tg A = tgỊl =r tg~ 

2 2 2 

» \ ABC đểu. 

vi DỤ 10 

('hứng minh ỉ ABC đèu 

«tg<A + tg' 1 ^ +tg“£ = I (*) 

2 2 2 9 


LÒI GIẢI 


Các/ỉ 7; 

Nhận xét: V X, y, z, X 2 + V 2 + z 2 > XV + yz + zx (**) 


"II 


- o X = y = z 


Ta có: 


t g >ệ + ± + ±>3ịl^ị± A = W4 

2 27 27 V 2 27 27 3 g 2 

BI 1 I , B 


„6 B 1 11 2 B 

tg —+ ^- + -rr >T-tg Ị- 
2 27 27 3 2 

. „6 c ,1 1 1 2 c 

tg -T + rr + TT è-r -tg 

2 27 27 3 2 


=> t.g u Ạ + tg'*£ + tg r, £ + 2 
2 2 2 9 
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V 1 f ị ’> A , < 2 B 1 ị „2 ^ I 
- T 1*8. + tg--=l + tg-Ị-1 
3 2 2 2 

'**' 1 r . A . B B ._ c CA . 

à ỷl tgytgy+tgytgy + tgytgy j 


3 

tg r, Ạ + tg (i Ễ + tg°Ẹ > ị 

2 2 2 9 

Do dó (*) <=> A ABC dểu 
Cách 2: 


Với X, y, z > 0 ta có: 


X + y + z 


\ 3 „3 . „3 


< 


X' + y + z 


= <=> X = y = z 

vế trái (*) = (tg 2 A ) 3 + (tg 2 ^ ) :i + (tg 2 ^) 3 

2 2 2 


> 3 


t ì A 2 B , ;C' ] 
tg , +tg “ + tg -r 


= i(tg 2 ậ +tg 2 Ễ +tg 2 ^) 3 
9 2 2 2 

> 1 / f _ A B B c C A 

- T (tg -r tg + tg — tg + tg 21 tg ỊA ) 

9 2 2 2 2 2 2 


Vậy (*) <=> A ABC đều. 
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Ví DỤ 11 


Chứng minh A ABC đều 

^ 1 . 1.1 

co ---— 4 -—-—— 4 -—-— 

cotgA + cotgB cotgB + cotgC cotgC + cotgA 

LỜI GIẢI 

sin A.sinB sin B. sin c sinC.sin A 
sin(A + B) sin(B + C) sin(C + A) 

= sinA + sinB + sinC 


(*)» 


sin A.sin B sinB.sinC sinC.sinA 
co -—-4---4-—- 


sinC sinA 

sinA + sinB + sinC 


co 


sinB 


1 + 1 + 1 _ sin A 4 sin B + sin c 

sin 2 A sin 2 B sin 2 C sin A.sin B.sinC 


_ 1 ,1 1 _ 1 1 1 

sirrA sirrB sirrC sinAsinB sinBsirC sirtCsinA 


co 


1 


1 


\ 2 / 


4 


\2 


í 


4 


1 


1 


\2 


sinC sinA 


sinA sinBj ^sinB sinC^ 
co sinA = sinB = sinC 
co A ABC đều. 

Ví DỤ 12 

ơ) Chứng minh ả ABC đều 

^ acosA + bcosB 4ccosC 
a 4 b 4 c 
bì Chứng minh AABC đều 

<o sin2A + sin2B + sin2C = sinA + sinB + sinC 


0 


(*) 


l&àTĨTHHH 
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LỜI GIÁI 


V _ 2Rsin AcosA +2RsinBcosB + 2RsinCcosC 1 

a) (*)« --- " ' ■ -7———- - 

2R(sin A + sinB + sinC) 2 

<=> sin2A + sin2B + sin2C = sinA + sinB + sinC 

A B c 

<=> 4 sinA.sinB.sinC = 4 cos — .cos — .cos — 

2 2 2 

v ; A . B . c _ 1 

sin— .sin— .sin — = - 
2 2 2 8 

Vế trái < - . 

8 

Dấu "=" o A ABC đều. 

b) Bạn đọc tự làm. 

Ví DỤ 13 

Chứng minh A ABC đều 

o (cos — + cos — + cos ^ ) 2 = 9 (sin 2 Ạ +sin 2 — + sin 2 — ] (*) 
2 2 2 2 2 2 

LỜI GIẢI 


(*) =>9[3-(cos 2 — + cos 2 — +cos 2 ^)] 

2 2 2 

= ( 1. cos —1 + I .cos — + 1 .cos — ) 

2 2 2 

< 3(cos 2 — + COS 2 — + cos 2 ^-) 

2 2 2 

=> 27 < 12 (cos 2 Ạ + cos 2 ~ + cos 2 ị-) 

2 2 2 
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^ 9 < 2 11 4 cosA 4 1 4 cosB 4 1 4 cosCị 
=> cos A 4 cos B 4 cos c > — 

: ĩ 

2 

"=" oẲ-B = CoA ABC đều 
Vậy (*) OA ABC đều. 

VÍ DỤ 14 

Chứng minh AABC đều <=> 

cosA+cosB+cosC=2(cosA.cosB+cosB.cosC+cosC.cosA) (*) 

LỜI GIẢI 


Nhận xét: 1 < cosA + cosB + cosC < - 

2 


=> i(cosA 4 cosB 4 cosC) > (cosA 4 cosB + cosC) 2 

(*) <=> 3 (cosA.cosB + cosB.cosC + cosC.cosA) 

= y(cosA + cosB + cosC) 2 > (cosA 4 cosB 4 cosC) 2 


=> 3 (cosA.cosB + cosB.cosC 4 cosC.cosA) > cos 2 A 4 cos 2 B 
+ cos 2 C 4 2 (cosA.cosB 4- cosB.cosC 4 cosC.cosA) 
cosA.cosB 4 cosB.cosC 4 cosC.cosA > cos 2 A 
4 cos B 4 cos 2 C 

=> (cosA - cosB) 2 4 (cosB - cosC) 2 4 (cosC - cosA) 2 < 0 
~=> cosA = cosB = co.sC 
=> A ABC đêu. 

^ịxUiịc lại. nêu A ABC đểu thì (*) thỏa mã n. 
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ví DỤ 15 


Chửng minh A ABC đểu o 

cosA + cosB + cosC = —-— + —-— + —(*) 

b+c c+a a+b 


LỜI GIẢI 


vế trái < - , "=" o A ABC đều 
2 

Ta phải chứng minh vế phải = --— + —+ c — s 2 

b+c c+a a+b 2 

2 a 2b 2c o 

o + —— + —> ỏ 

b + c c+a a+b 

2 a + b + c 2b + c + a 2c + a + b.~ 

— + —-— +—-—-— ^ o 

b + c c + a a+b 

(a + b) + (a + c) (b + c) + (b + a) (c + a) + (c + b) ^ a ,** ì 

o -----1- : - ; - T---7* - ' ' 

b + c c + a a+b 

ị±^ + ^£>2(Cauchy) 
b + c a + b 

ki£ + £j±>2 ,=>(**) đúng. C5 a = b = c 

c + a b + c 

c + a a + b 

Do đó vế trái < Ậ < vê phải 
2 

. , . , ,. 3 

(*) c=> vê trái = ve phải = Ỷ 

<=> A ABC đểu. 
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VI DỤ 16 


Chứng minh ả ABC đếu 

A B c 

cos— cos — cos — 

<=> ---2^ + —_—2— = Vã (*) 

1+cosA 1+cosB 1 + cosC 

LỜI GIẢI 


_ A _ B _ c 

CO$ — cos — cos — 

(*) <=> --Ẫ—+— — ĩ +—_- 2 = ^/3 

- 2 ạ . 2 b w2 C 

2cos — 2cos — 2cos — 

2 2 2 

o —L—+—I— +—!— = 2 >/3 (**) 

A B _ c v 

cos — cos — cos — 

2 2 2 


Nhận xét: 

_ 1 1 1 0 

+) V X, y, z > 0: —+—+-> --- (1) 

X y z X + y + z 

"=" «x = y = z 

+) Bất đẳng thức Jensen vối hàm cos: 

a. V X, y e [0, 

2 

cosx + cosy < 2 cos ~..y (2) 

V 2 J 

"= M <=> x = y. 

b. V X, y, z e [0, -]: 

2 

cosx + cosy + cosz < 3 cos * —■ * - Z (3) 

k. 3 , 

"=" <=> X - y = z. 
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c. Tổng quát: V X, e [0, — ], i = 1, 2, .... n: 


cosx, + cosx 2 + ... + cosx„ < n cos 


Xị + x 2 l.-q, 

n 


"=" OXị=X 2 = ... = x„. 

Chứng minh bất đẳng thức (3): 


[cosx + cosy] + [cosz + cos 


/ X + y + z ' 


< 2 cos 


'x + yì 

+ 2 cos 

^ x+y+zì 
z 4- - 

3 

l 2 J 

2 



^ / 


= 2 [cos 


< 4 cos 


/ X + y A 


V ^ ) 

/ 


+ cos 


X + y + 4z 


\ 


x + y + x + y + 4z 


V 


) 


4 cos 


f X + y + z ^ 


<=> cosx + cosy + cosz < 3 cos 


f X + y + z ^ 


<=> X = y = z 


Áp dụng: 


A B c 

cos — + cos — + cos — < 3 cos 

2 2 2 


(A + B + c\ 






( 4 ) 


" = "«A = B = CoA ABC đều 
Vế trái (**) <=> 
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I 1 1 9 9 

A + " B + (' ■ " .A B .c - 

cos cos cos cos - +COS-— +COS - 

2 2 2 2 2 2 2 

3 Vĩ ~ vế phải (**) 

I )o dỏ (*) <=> A ABC dẻu. 

VÍ DỤ 17 

Chứng minh 

\ ABC đểu a 8 (Ị) - a)(p - b)(p - c) = abc (*) 

LỜI GIẢI 

yịĩv - a)(p b) < — (p -a + p - b) = “■;" = "<=> a = b 
V(p~ b)(p -c) < ị(p - b + p -c) =■" = " o b = c 

/ (Ị r- c)(p - a) <^{p-“C + p-a) = -^;" = "oc = a 

r ~r 7777 77 abc 

=> y(i>- a) (i)-b)Ái>-c)- <-p 

o 

8 (p - a)(p - b)(p - c) < abc 
l)o đó (*) o a = b = c <=> ủ ABC đều. 

vi DỤ 18 

Chứng minh 

\ ABC đều C} m , + IT 1 |, + m, = — (*) 

LỎI GIẢI 

Nhận xót: V \ ABC có siirA + sin~B + sin'C < — 

4 
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II 


o A ABC đểu. 


(*) <=> = (m„ + m h + m f ) 2 < 3 (m, 2 + m b 2 + m c 2 ) 

4 

3 b +c a a +c b a +b c 

( 2 4*2 T* r 4 y 

= 3.— (a 2 + b 2 + c 2 ) 

4 

= í(a 2 + b 2 + c 2 ) 

4 

= 9R 2 (sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C) 

» MÌ < 9R 2 (sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C) 

4 

o sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C > — 

4 

« sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C = - 

4 

o A ABC đều. 

Ví DỤ 19 

Chửng minh 

A ABC đểu <=> b + c = — + Vĩ h a . 

2 


LỜI GIẢI 


Xét(I AH + ^AH) 2 < 
2 2 


M + 3' 
4 + 4 


(BH 2 + AH 2 ) = AB 2 
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=> ịí3H + Ặ\H < AB(1) 

2 2 

(Ịch + ẶaHY< fì + 2Ì(CH 2 + AH 2 ) = AC 2 
2 2 u 4 J 

=> ị CH + ^AH<AC(2) 

2 2 

(1) và (2) => i(AH + BH) + s AH < AB + AC 
2 

<=> — + >/3h a <b + c 

BH CH 1 
Do đó (*) cr> " = " <=> AH _ AH ~ y[ĩ 

B, c < 90° 

cot gB = cot gC = -\= 

<=> V3 

B, c < 90° 

<=> B = c = 60° <=> A ABC đêu. 

VÍ DỤ 20 

Chứng minh 

A ABC đêu <=>p + R = (3 > /3 + 2).r (*) 

LỜI GIẢI 

+) Ta có: — = 4 sin Ạ sin— sin— ^4.-1 = — 

R 2 2 2 8 2 

=> R > 2r; M = - « A ABC đều (1) 
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+) r = (p - a) tg A = (p - b) tg-Ẹ 
2 2 


(t> - c) Ig 


c 


r A 

p-a = — = r.cot g-y 


=> < 


tg 


p-b = r.cotg 


B 


c 


p-c = r.cotgy 


=> (p - rt) + (p - b) + (p - c) = p 

= r (cotgẠ +cotg— +cotg —) 

2 2 2 

+) Bất đảng thức Jensen với hàm cotg: 

V X, e (0; í.), i = 1, 2, n, thì: 

2 

cotg X, + cotg X + cotg x n > n cotg — 1 


" = " 0 X 1 = x 2 = ... = x n 

' , A B c 

Ap dụng: p = r (cotg— + cotg— + cotg —) 

2 2 2 

. 0 . A + B + c Q rr 

> 3r . cotg- J - = 3 V3 r 

6 

" = " » A ABC đều. 

(1) và (2) => p + R > (3 V 3 + 2).r 
(*)<=> A ABC đều. 

Chú ý: Ta có thể chửng minh (2) như sau: 
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+ -+ X 1 
n 


( 2 ) 



c A , . „ B c A B . c 

s =rotg-— + cotg — + cotg —- " cotg — .cotg— .cotg — 

2 2 2 2 2 2 

ỉ 3 3Ỉ C Ot fĩ y.cotgy. cot g y = 3 Vs 

■=> S’ > 27S =5 s > 3 V3 

" = "<=> cotg = cotg— = cotg — <-> A ABC đểu. 

2 2 2 


§3. CHỨNG MINH BẤT ĐANG THÚC LƯỢNG GIÁC 
TRONG TAM GIÁC VÀ CÁC BÀI TOÁN 
MAX, MIN 


í. Các bât đảng thức cơ bản trong tam giác 

Cho A ABC ta có: 

1 A . B . C . 1 

1 . sin — .sin — .sin — < — 

2 2 2 8 

2. 1 < cosA + cosB + cosC < — 

2 

- 1 /Ị 

3. sinA + sinB + sinC < —— 

2 

4. sin A + siirB + sin J C < — 

4 

Trong cả 4 bất đẳng thức trên dấu bằng xảy ra <=> A 
ABC đểu. 

Chửng minh: 

ị * b 2 + c 2 ~ a 2 _ - o . J A 
1 . cosA - ---— =1-2 sin —- 

2bc 2 
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==> 2 sin 2 — = a 2 (b 2 + c 2 -2bc) = a 2 -(b-c) 2 
2 2bc 2bc 

- 2 A _ a 2 -(b-c) 2 ^ a 2 
2 4bc 4bc 

:=? 0 < sin Ạ < —Ẹ=;'' = "ob=c 
2 2Vbc 

Tương tự: 0 < sin— < —;" = "<=> c = a 

2 2vca 

0<sin- < -4=,; " = " » a = b 
2 2yfãb 

. - A • B . c . abc _ 1 
=> sin-- .sin— .sin— < — 7 = ===== = - 

2 2 2 sV^bV 8 

" = " o a = b = c. 

A B c 

2. cosA + cosB + cosC =1+4 sin— .sin— .sin— > 1 

2 2 2 

Aiĩx . ... . A . B . c . 1 

Mặt khác sin—.sin—.sin— < - 
2 2 2 8 

=> cosA + cosB + cosC < 1 + 4. — = — 

8 2 

" = " o A ABC đều. 

3. sinA + sinB + sinC + sin ft + — — - 

3 

_ Q ; A + B A - B 
= 2 sin——cos —- + 

2 2 

c | A + B + C A + B + C 

2 sin-2-.cos-2- 

2 2 
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< 2 sin A±B + 2 sin A + B + 4C’ 

2 6 

= 4 sin [l(AlỄ + A + B + 4C , 

2 2 6 

cos [i(A±Ễ - A + B + 4C .J 
2 2 6 

< 4 sin A + B + c = 4 VJ 

3 ■ 2 

=> sinA + sinB + sinC < 

2 

p A+B+C 

" II A — B -ì 

= o cos —— = cos_ ì 

2 2 

A + B A + B + 4C 

= cos- ỉ --- 6 = 1 

2 

»Ầ=B = C«A ABC đều. 

4. (OA +OB + OC) 2 >0 

=>(0A 2 + 0B 2 + 0C 2 ) + 2 (OA.OB +OB.OC+Õc.Õa) >0 

=> 3R-’ + 2 (OA.OB + OB.OC + OC.OA) > 0 

—> —> —> —» —> —> 

=> 6R' - 2(OA.OB + OB.00 + oe.OA ) < 9R- 

=> (OC-OB) 2 + (OA -00) 2 +(OB OA) 2 < 9R 2 
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=> BC 2 + CA 2 4- AB 2 = a- + ỉr 4- C" 

< 9R- 

IZ> 4R"(sin 2 A + sin 2 B 4* sin C) < 9R 2 

=> sin“A + sinB 4 - sin~c < — . 

4 


A 



II. Các bất đẳng thửc Jensen đối với hàm lượng giác: 


1. Cho x lf X,.x u €E [0, 7t]. Khi đó: 

sinXị + sinx 2 + ... + sinXị, < n sin 


Xj 4- x 2 4-... 4- X n 

n 


" = M OX| = X,, = ... = x u 

2. x„ x 2 , .... x„ € [0, Khi đó: 

cosx, + cosx_, + ... + cosx„ < n cos 
" = "<=> Xj = x 2 . = ... = x„. 


3. Cho x„ x 2 , .... x„ e (0, -Í-). Khi đó: 


' Xị + x 2 + ... + X,, A 


n 


tgx, + tgx, + ... + tgx n >ntg 


X| 4- X2 4.-4X,, 


11 


Xị = Xo. 


x.r 


4. Cho x„ X ,.x„ e (0, I). Khi đó: 

cotpx, + cotgx. +... + cotgx,, > n r.otg 
"■="<=> X, = X,.. = ...' = x„ 


( X, 4- X-> 4 ... 


4 X. 


lì 
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N , , . 




/ 


> 

\ 


Ta giỏi hạn việc chứng minh bât (lang thức (1) khi n < 3. 

f) n : 2: sinx + siny = 2 sin X -cos —■ - - 

2 2 

< 2 sin - — , V X, y € [0, 71 ] 


" <=> cos í—— = 1 <=> X = y 


+) n = 3: V X, y\ z e [0, 7ĩ] ta có: 

. . . ■ _ , ■ X + y + z 

smx + siny + sinz + sin--- 

3 

. 0 • X + y . o • X + y + 4z 
< 2 sin—— + 2 sin-—- 

2 6 


< 4 sin 


1 x + y t X + y -H 4z vì Xịy. x-t-y + 4z e [0 n] 

2 2 6 ) 2 6 


« • X + y + z 

3 

" ; "ox = y = z. 

Cac bất dẳng thức (2). (3), (1) (lược chứng minh tương tự. 

Vi DỤ l 

Cho .1 ABC có tg~ + tg^- .= /. Chứng minh: 

2 2 

7 tg^ < 1. 

4 2 



LỜI GIẢI 


c _. A + B 

tgy - cotg 


1 


'- te f tg | 

tg ^r = tg 7* tg ! 


.1 A . B 

= 1 - tg^-.tg^ 
2 2 

B 


+)tg^.tg-^ >0=>tg^ = 1 -tgy.tgỄ < 1. 
2 2 2 2 2 


+) 1 =tgA +tg| >2^tgy.tg| 

=> tg^ .tg^ < 1 
2 2 4 

c , . A . B . 3 

" tg r 14 g 2 tg rỉ 

"=" <=> = tg ^ = ị 

2 2 2 


1 


<=> A = B = 2 arctgị => c = Tt - 4 arctgi 

2 2 


VÍ DỤ 2 

Cho ả ABC có (a, b, c/ là cấp sô'cộng 


Chứng minh : B< 


7Ĩ 


LỜI GIẢI 


Giả sủ a < b < c <=> A < B < c ■=> B < 


71 
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3a 2 + 3c 2 2ac 
8ac 


- " c=> a = c <=> a = b = c. 

Vi DỤ 3 

Chứng minh trong J ABC ta có 

cos*A + CCS B + cos :1 C < —+ —(cos3A + cos3B + cos3C) (*) 

8 4 

LỜI GIẢI 

(*) » cos 3 A + cos'I3 + cos 3 C < — + — (4 cos 3 A - 3 cosA 

8 4 

+ 4 cos 3 B - 3 cosB + 4 cos :J C - 3 cosC) 

o cosA + cosB + cosC < — (dúng). 

2 

" = " o A ABC đều. 

VÍ DỤ 4 

Chứng minh trong A ABC ta có 

eos -- + cos — + cos — < - + — ( cos + cos ~ + cos —) ( ) 
3 3 3 8 4 3 3 3 


( osB - 


2 1 , 2 
a 1 + c - b 2 

2ac 


2 2 
a + c 


Ị ■ 


a + c 


l 2 


2ac 


3(a - c) 2 + 4ac 1 + 3(a - c) 2 
8ac: 2 8ac 


> 


ị cos B > A 

o <Ị “ => B < 


HcỊỊ 

Ị 


I^-ỎLTĐHHH 
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LỜI GIAI 


Vế trái (*) 

cos A + 3 cos Ạ cos B 4- 3 cos ^ cos c + 3 CCS 

= _ . . 1 ^ — 1 1 —í 

4 4 4 

= — (cos A + cos B + cos C) + — ( cos — + cos -Ẹ- + cos — ) 
4 4 3 3 3 

71 3 = 3 
4*2 8 

< vế phải (*) 

" = "<=> A ABC đều. 


V/ Dự 5 

Cho A ABC. Chứng minh 

а. ả ABC nhọn co cos2A + cos2B + cos2C < -1 

co sirrA + sin 'B + sirrC > 2 

б. ả ABC vuông co cos2A + cos2B + cos2C = -1 

co sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C = 2 
c. z1 ADC tá « cos2A + cos2B + cos2C > -1 

co sin“A + siirB + sin 2 C < 2. 

LỜI GIẢI 


a. cos2A 4* cos2B + cos2C 
= -1 - 4 cosA cosB cosC 
= 3-2 (sin 2 A + sin“B + sin 2 C) 
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Do đó cos2A + cos2B + cos2C < -1 
co 1 cosA cosB cosC > 0 



C:> eosA > 0. cosB > 0, cosC > 0 
c> A ABC’ nhọn 

c > 2 - 2 (sin J A + sin B + sin J ( 1 ) < -1 
o sin 2 A + súrB + siirC > 2. 

Các tính chất b, c tương tự. 

VÍ DỤ 6 

Cho A ABC thỏa mà n cos2A + cos2B + cos2C > -1 
Chứng minh: sinA + sinB + sinC < 1 + V 2 


LỜI GIẢI 


Theo giả thiết, suy ra A ABC vuông hoặc tù. 

Giả sử A > 90 ,) => — > 45" => COS — < 2^ 

2 2 2 

smA + sinB + sinC = sinA + 2 sin—V-í-1 cos — 

2 2 

= sinA + 2 cos — cos ? — 

2 2 


< 


1 t 2. — = 


I + Vĩ 


” = " » 


sin A = 1 

A yfỉ 
< cos —- = 

2 2 


cos 


B-C 


A ABC vuông cân tại A 



ví DỤ 7 

Chứng minh trong AABC ta có 

Ị \ + 1 > _!__ + _J_ 4 _1_ 

sin 2 A sin 2 B sin 2 c CO g2 Ạ cos 2 B cos 2 c 

2 2 2 

LỜI GIẢI 


‘ + —ĩ— > . —;— — > -í—. 

sin 2 A sin 2 B sinA.sinB Ị'sinA + sinBf 


.2ÍA + BÌ ĨÍA-B) ĩC 2 A-B 
sin —2— . cos ——— cos — .cos ——— 

2 J 1 2 J 2 l 2 


" = " o 


sinA = sinB ^ ^ 

A-B oẰ = B 

cos—— = 1 

2 


Tương tự: — ỉ— + ^r— > —” T - ;" = "<=> B - c 

sin 2 B sin 2 C CO g2 A 


_L_ +_L_ >- 1 — ; " = " o c = Ầ 

sin 2 c sin 2 A CO g 2 B 

2 

Suy ra (*). " = "oÂ=B = CoA ABC đểu. 

VÍ DỤ 8 

Cho AABC nhọn. Chứng minh 

tg 8 A + tg 8 B + tg 8 C > 9 tg 2 A.tg 2 B.tg 2 C 
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LỜI GIẢI 

Nhận xét: V A ABC nhọn 
s - tgA + tgB + tgC > 3^3 

o s = tgA.tgB.tgC >3^3 
:=> S' > 27. 

Ta cớ: tg'A + tg f B + tg K C 

- 3 ^tg s A.tg s B.tg 8 C 

= 3 tg-A.tg-B.tg 2 C + ựtg 2 A.tg 2 B.tg 2 C 

- sựĩĩi tg 2 A.tg 2 B.tg 2 C) 

= 9 tg 2 A.tg 2 B.tg 2 C 
" = "<=> A ABC đều. 

VÍ DỤ 9 

Cho A ABC không từ. Chứng minh 

(sinA) 2suiB + (sinB) 2s,,,c + (sinC) 2smA > 2 (*) 

Hà y chứng tỏ rằng bất đảng thức trên không đúng nếu 
ABC tù. 


LỜI GIẢI 

\ ABC không tù: sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C > 2 
0 < A < ~ =>ữ< sinA < 1 (sinA) 2s, " B > (sinA) 2 

0 < B < 1 => 0 < sinB < 1 => (sinB)- smC > (sinB)- 
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0 < c < — => 0 < sinC < 1 => (sinC) 2sằnA > (sinC) 

2 

=> (sinA) 2siuB + (sinB) 2si “ r + (sinC) 2 " illA > sin 2 A + sm B * 
sirrC > 2 


sin A = 1 
sin B = 1 


sin B = 1 




<=> 


< sinC - 1 


sinC = 1 
sin A = 1 

sin 2 A + sin 2 B + sin 2 c = 2 


Điều này bị loại vì A ABC có ít nhất 2 góc vuông. 
(*) đúng. 

Giả sử A ABC tù. Chọn A = 120°; B = c = 30° 


Vế trái 


V 2 J 


+ 


f 1 ^ 




ỉ 1 \ 


+ 


1 




yỉĩ 


Vã 1 1 

— H —' H 

2 2 2 ^ 


< 


<ệ44< 2 
22 2 

Vậy nếu A ABC tù thì (*) không đúng. 


ví DỤ 10 

Cho A ABC không tù. Chứng minh 

sinA + sinB + sinC > cosA + cosB + cosC + 1 (*) 
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LỞI GIAI 


\ ABC’ không tù rz> 0 < A. B, c < —• 

^0<A ,ặ,£ <1 

2 2 2 4 

(*) <=>- sinA + sinB + sinC 

. A ^ g • B 4- c B-C 

= sin—COS-— + 2sm—-—cos ——— 

2 2 2 2 

2 2 2 

A / ■ A A V 

<=> cos — (sin — -cos—) 

2 2 2 


B-C, . B + C „ B + t' n 

-f cos- — 1 sin ——— - cos —-— J > 0 


2 

B-C 


2 


• A _A w A 

c=> (sin — - cos —. )(cos — - cos 

2 2 2 2 


)>0 


, A 7C W „ . A + B-C A - B + c , n 
c=>sin(—- - —).[sin-—-.sin-—-J<0 

2 4 4 4 

»sin( — - — ).sin(— - ị-).sin(— - —) > 0 (đúng) 
4 2 4 2 4 2 


M _ tt 


cc> 


sin(--4)-0 A 

4 2 

71 B 

sin(4 --—•) = 0 <=>|B 
4 2 

S111(~ - •—) = 0 c 

4 2 


71 

2 

7T 

2 

7T 


<=> A AB(’ vuông. 



vi DỤ 11 

Chứng minh trong A ABC ta có 

cotg— +cotgM + cotgỊì > 3(tgẠ +tg H + tg~)(*) 
2 2 2 2 2 2 

LỜI GIẢI 


Đặt 


X “ cot g — 

B 

y = cot g — =^x + y + z = xyz (**) 


z = cot g 


c 


(*) c=>x + y + z>3 


'IIP 
X y z ) 


<=>x + y + z>3 ---- - vz - + 2X 

xyz 

c=> (x + y + z) 2 > 3 (xy + yz + zx) do (**) 

<=> X 2 + y 2 + z 2 > xy + yz + zx 
o (x - y) 2 + (y - z) 2 + (z - x) 2 > 0 (đúng) 

" = "»x = y = z<=>A = B = C<=>A ABC đểu. 

Ví DỤ 12 

Chứng minh trong A ABC ta có 

a) ab (a + b - 2c) + bc (b + c - 2a) + ca (c + a - 2b) > 0 (*) 


b) 


111 

-2 A + -2 B + . 2 c 
sin _ sin sin — 

2 2 2 


> 12 (**) 
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LƠI GIAI 


„ W *1 „ a + b - 2c b + c - 2a a + c - 2b - 

a M J co - 4- -- + ---— > 0 


a 


( a c I í 1) c w a ỉ)ì . „ , , , 

<=> — 4- — 4- Ị - + >6 (đúng) 

\c a ) (c b 7 V b a 


>2 >2 >2 

" = " co a = ỉ) = c « A ABC đều. 

b) Vế trái (**) > 3. 1 


, , . A . B . c 2 

' /om ỚIM om 


>3. 


ị (sin - .sin - .sin —) 

V 2 2 2 


-ử 


= 12 


co \ ABC đêu. 


VÍ DỤ 13 


Chứng minh trong à ABC ta có 

!ạ+]b ^ 1 ị> + K Ẵ ]<• + l a 


a 


<3-y/3 (*) 


LỜI GIẢI 


1 


VỐ trái (*) = 


,A B x 

zbccos— 2cacos — 

2 2 


c V b 4- c 


4- 


+ 


B cn 

. 2accos 2abcos 
1 __ỉ + __ị2 
a V a + c a 4- b 7 

A 


c 4- a 7 


2abcos~ 2bccos 

2 9 

-—A +— - ẨL 

V a + b 1) 4- c / 


2 


B _B .. c _ c _A 

acos ccos bcos acos C..COS 


1) + e 


a 4- c 


4- 


a + c 


4- 


-_ 2 _ + -- 2 .. 2 

a 4- b a 4- b b f c 



Q A . B , t , t, .» A + B + ( 

- 2 (cos —— f cos~~ + cos — ) < 2.3 cos—-— 

2 2 2 6 
=r> (*) đúng. " = "<=> ủ ABC đều. 

V7 DỤ 14 

Chứng minh trong AABC ta có 

1 1 


= 3 V ĩ 


- < _ 

2Rr 3 


í 1 1 1 

— -f- -—I— 

a b c 


V 


7 + t 2 + 2 4 2 

a b c 4r 

LỜI GIẢI 


. Y _. , . 1 ' \ (\ 11 

+) Ta chứng minh: ——- < - 

2Rr 3Va b c 


^ 2 


(1) 


Ta có: 


1 


2Rr 


_p atbic 

2R.- 2R.~ abc 

p 4R 


Do đó: (1) 
o 3Ỉ 


(■ 1 

ỉ 1 ì 

4_ ____ _ 

< _L. 

H _L + _L + 2 

M 1 

1 

v ab 

bc ca , 

7 

a“ 

b 2 c 2 

V ab bc. 

ca , 


1 11 ^ 1,11 

<=> — < —r + 7T + -T 

ab bc ca a b c 


<=> 


ị\__o 

7 

r J_ _ 0 

2 

r 1 1' 

+ 

+ 


V a b > 


V b c ) 


l c a ) 


> 0 (đúng) 


" = " o a = 1) = c o A ABC đểu. 


x , nẲlỊ , 1/1 1 , 1 > .1 J 1 1 1 

+) Dô thay: - — + + -- < - .3 — 

■ 3 Va b cj 3 U 2 l) 2 c 2 

J_ J_ 1 

+ + 

a b c~ 
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( 2 ) 


<=> A ABC đểu. 


+ ) Ta chứng minh: -L 4 -L + J_ < _L_ 

2 I 7 1 , ? 

a b c 4r 


rp , 1 

1 a cỏ: —— 

1 _ p _ p 

4r 2 

('sì 2 4S 2 4(p-a)(p-b)(p-c) 

4" — 


V Y>) 

Ị p - a = 

X 

Bặt < Ị) - b = 

y (X, y, z > 0), tức là: 

p - c = 

z 


a = V + z;b = z + x;c = X + y 
Ị p = X + y + z 


Do đó ( 3 ) » _!___ 4 1 + 1 < X + y + 2 

(y + z) 2 (z + x) 2 (x + y) 2 4xvz 

(y + z) 2 > 4vz > 0 => _L_ < _L 

(y + z) 2 4yz 

(z + X) 2 > 4zx > Q => _L__ < JL 

(z + x) 2 4zx 

(X + y)-' > 4xy > 0 => _!_ < _L 

(x + y) 2 4xv 

=> 7~ry + —4— + 7— 1 —y s T~ + — + ~ = 

(x + y)“ (y + z) (z + x)“ 4xy 4yz 4zx 4xyz 

" ■-"<=> A ABC 1 đều. 

Vi DỤ 15 

Cho 1 AB(' nhọn. Chứng minh 

2 , . . ị 

V < slnA + s *nB + si nC) + -i(tgA + tgB + tgC) > n 
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LỜI GIẢI 


2.1 7T 

Ta chứng minh: — sinx + - tgx > X. V X 6 (0, — ■) 

3 3 2 

co y = 2sinx + tgx - 3x > 0, V X 6 (0, —) 

2 

. _o_. 1 o 2cos'' X - 3cos 2 X + 1 

y = 2cosx + — - -3 = --Ị-- 

cos 2 X cos 2 X 

(cosx - 1) 2 (2 cosx +1) > Q / rc J 
cos 2 X 2 

=> y đồng biến / [0, — ] 


=> y (x) > y (0) = 0, V X e (0, 1) 

Cho X = A: — sinA + - tgA > A 
3 3 

x = B: ịsinB + ị tgB > B 
3 3 

x = C: — sinC + ■! tgC > c 
3 3 


2 . . . _ 1 _ _ - 
=^> 4 (sinA + sinB + sinC) + -(tgA + tgB + tgC) > A + 

3 3 

B + C = n. 


ví DỤ 16 

Cho ,1 ABC. Tim giá trị lớn nhất của biểu thức 

_ sin 2 A + sin 2 B.+ sin 2 c 
cos 2 A + cos 2 B 4- cos 2 c 
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LỜI GIẢI 

M = ~ * cos2 ^ 1 cos2 I* + cos 2 C) 
cos 2 A 4 - cos 2 B 4- cos 2 c 

3 

—77-V--T- - 1 

cos A 4- cos~ lỉ 4- cos“ c 

Nhận xét: V A ABC có sirrA + sin~B + sin 2 C < - 

4 

=> c:os 2 A + cos 2 B + cos 2 C >Ị, m = "oA ABC đêu. 

4 


Vậy ' 2 7 , , -777 s í => M < 3. i - 1 = 3 

eos A + cos B + cos 2 c 3 3 

Kết luận: Max M = 3 và đạt dược o A ABC đểu. 

VÍ DỤ 17 

Cho ả ABC. Tim giá trị lớn nhất của biếu thức 
M = 3 cosA + 4 (cosB + cosC) 

LỜI GIẢI 


M = 3(1 - 2 sin 2 A ) + 4.2.cosi^ỊCcos—_— 

2 2 2 

= 3-6 sin 2 — + 8 cos — A .sin — 

2 2 2 

Đặt t = sin Ạ . ta có: 

2 
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f(t) = 6t- - 8 cos IL_2 ,t + (M - 3) = 0 


Suy ra f(t) có nghiệm 


A' = 16 cos 2 JL_£ + 18 - GM > 0 


=> 6M < 18 + 16 cos- - B — - <18+16 = 34 


=> M < 


17 


co 


cos 


B -C 
2 


2 B - c 

A*= 0 hay t = -7COS—-— 

t 3 2 


Ị B 4 c 


co ị 


. A _ 2 0 

sin — = — 

2 3 


A = 2arcsin4 
3 

B = c = — -arcsin — 
2 3 


w , 17 

Kết luận: maxM - — và dạt dược 

3 


co 


A = 2 arcsin — 

3 

B = c = -- arcsin- 
2 3 
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ví DỤ 1H 

Cho 1 ABC. Tim giá tri nhỏ nhất của 

\\ = 1 + [ _ [ 

2 4 cos 2A 2 4 cos 2 B 2 + cos 2 c 

LỜI GIẢI 

Nhận xét: V X, y, z > 0 thì: -I + -L +1 >_ - _ 

X y z X 4- y 4- z 

" = " <=> X = y = z 

4ị> dụng: M > -_ = 

6 4- cos 2 A + cos 2B + cos 2C N 

N - 6 + (cos2A 4- COS2B) - cos2C 

= 6 + 2cos.(A + B).cos(A - B) 4- 1 - 2cos 2 C 

= 6 - 2cosC.cos(A - B) 4- 1 - 2cos“C 

=> 2cos-C + 2cosC.cos(A - B) 4- N - 7 = 0 

=> A' = cos-(A - B) - 2(N - 7) > 0 

N < c° s2 (A-B) + 14 < J5 
2 “2 

N 5 
A = B 

’ = " • cosC = -ịcos(A - B) = -ị 

2 2 

2 + cos 2A = 2 + cos 2B = 2 - cos 2 c 
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A = B 


c=> 


< cosC = 

2 

cos2A = -cos2C 




c = 120° 

A = B = 30" 


Kết ỉuậrr. min M = ^ 

5 


và đạt được <=> 


c = 120° 

A = B = 30" 
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